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Avant-propos 


L A-; Nouveaux Prerii Bréal un t conçus ipeur apporter aux étudiants des classes préparatoires 
une aide efficace dans leur travail. 

Ils ont pour objectif de dégager,, à travers des énoncés variés et classiques, les méthodes qui 
permettent la construction progressive ét raisonnée de la solution durs exercice ou durs 
problème. C'est pourquoi il est souhaitable de Les utiliser tout au long de l'année, parallèlement à 
l'acquisition des connaissances. 

las exercices proposés ont été sélectionnés pour leur représentativité : ils permettent de présenter 
l'ensemble des méthodes et ries raisonnements qui, une fois assimilés,, doivent permettre de 
résoudre, sans trop de difficultés, des exercices analogues. 

Ce volume traite l'ensemble (tu programme (le physique de première année MPSI. 

Chaque chapitre propose une série d'exercices structurés dont la solution est très détaillée, 
suivis de quelques exercices corrigés de réinvestissement. 

Chaque exercice de (a première catégorie est caractérisé par : 

■ un énoncé constitué de questions progressives ; 

■ « Ce qu'il faut savoir «• : la Liste des connaissa rwes - en physique (* Points de cours *) et 
parfois en mathématiques (« Outils mathématiques e) - nécessaires pour traiter L'exerriee j 

■ * Ce qu'il faut comprendre v : l'analyse qui propose brièvement les, chemins à suivre pour 
répondre efficacement aux questions posées. Cest un moment essentiel dans la recherche de 
la wLutio'U : aswa brève, l'analyse doit précéder U mise çn œuvre des calculs. H Wus paraît 
très important que la recherche de la solution passe systématiquement par cette étape. Il n'y 
a rien de plus stérile que de se lancer dans les calculs sans savoir de façon précise dans que! 
but ils sont entrepris... 

> la solution proprement dite dans Laquelle sont souvent rappelés et développés quelques 
* Points cours * dont une bonne compréhension est indispensable. Des « Points méthodes » 
{sur fond grisé} permettent d'affiner la réflexion : il s'agit soit de mises en garde afin d'éviter 
une erreur fréquente de raisonnement, sort le plus souvent d'expliütkms supplémentaires 
justifiant le choix d'un théorème ou la pertinence d'un raisonnement. Des æ commentaires » 
conduisent à une discussion des résultats obtenus et à une vérification de leur cohérence 
(recherche de cas ou de valeurs Limites, approches différent» pouvant donner un autre 
éclairage,.,'}. Ces commentaires jouent un râle comparable à L'analyse, mais cette fois après 
Le développement des calculs : c'est une forme de contrôle des résultats obtenus. 

Analyse et discussion, qui soret finalement Les deux peints Les plus importants pour te physicien., 
sont aussi sans doute les étapes les plus, difficiles à mettre en Œuvre, mais leur bonne prise en 
compte facilitera considérablement la construction d'une solution structurée (et exacte,.,) de 
chaque exercice. 

Nous espérons que cet ouvrage aidera Les étudiants dans cette voie, dans La perspective d'une 
réussite au* concoure, Nqus accueillerons avec recon naissance les remarques et les crititpres de$ 
Lecteurs, qui peuvent nous être adressées par courrier électronique 4 L'adresse suivante : 
infos^editions-breaLfr. 
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MementO 


Expression approchée d'une grandeur physique 

On supposera dans ce mémento que toutes les fonctions que l'on manipule sont hon- 
nêtes et fréquentables par un physicien» c'est-à-dire continues et dérivables autant que 
les nécessites de calcul Traiteront, 


Dérivées 


Dérivée première 

f'(x) . lirofe^a-A»? 


h -» a h 


Dérivée seconde 

ru) = lira A «♦*>-/*<«> 

h -Kl* h 


Le physicien préfère Les notations pour les dérivées respectivement première 

et seconde par rapport à x dey. 

fl utilité parfois b notation y pour ^ et ^ pour dérivées respectivement pre- 
mière Cl seconde par rapport à f 4c yOL 


» Dérivées d'une fonction composée 

La dérivée par rapport à r de la fonction y[x(f)] se met sous la forme : 
d y _ dy dx 

Jj djrtlr 


1 Dérivée d'une fonction réciproque 

Soit xfy) la fonction réciproque de y(x), on a 


dy 1 
dx~ dx 


dy 


Différentielle 


Soit / une fonction décrivant les variations d'une grandeur physique dépendant de x. 
Considérons une variation dx de x. On note d / l'application différentielle de f m 


point x, ou « différentielle de/ », d'expression 


d/-f(x) dx 


La difïérçntielk est une expression linéaire de [accroissement dx de la variable ; géo- 
métriquement, elle donne l'équation de la tangente à la courbe y = f(x) au point de 
coordonnées (* D , ft*,» : d/ = ? t -/<•*„) = 


Développement de Taylor 

Mr + M - /£%) + ^ f'(x e ) + + — * ^7 fi m K^Ï + h"£{h) 

avec Jûne(k) = 0. Si Ton considère l'accroissement ùf = /(x Q + de h 

4 —* i» 

fonction / depuis le point d'abscisse celui-ci est donné» en première apprefldmatioo 
(c'est-à-dire pour fi petit) par ta valeur prise par la diffèrcntidk 


’S> 


H PSI 
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Approximation des gra ndeti rs physiques 

Le développement de Taylor n nous être très utile en physique. 


En effet, le physicien élabore des « modèles * h correspondant à un ccmporlemcnl 
« idéal 3 pour lequel il existe des lois simples. 

L'examen des écarts à ces lois, lorsqu'ils sont mesurables, permet d’accéder à la con- 
naissance du phénomène complexe. 

Exftnplti 

Électronique ’ AO idéal = Ijm AO réel lorsque Jt — * » 
avec ji coefficient d'amplification de l'AO. 

Thermodynamique : gaz parfait = Eim gaz réel lorsque P — > Û. 

Mécanique newtonienne d'une particule de vitesse v : domaine de validité lorsque 
v c {vitesse de U lumière dans le vide). 

Optique : propagation rectiligne de la lumière dans un milieu homogène ; domaine de 
validité X « R (X- longueur d'onde, R rayon du diaphragme)* C'est 1'apprraima- 
lion de l'optique géométrique qui permet de négliger le phénomène de diffraction par 
le diaphragme. 

Dans certains cas l'utilisation du développement de Taylor- Young permet de modéli- 
ser Le phénomène au voisinage de % 

» Approximation au premier ordre 

Elle est obtenue en négligeant les termes au-delà du 1" ordre. 

On approximera f{x) par f{x 9 ) + (x -%}/%%) soit a* + b. 

C'est l'approximation linéaire du physicien . la courbe est remplacée par sa tangente. 

* Approximation au second ordre 
On approxlmeta /fr) par /(*„) + {x-Xa)f{x § ) + 

soit cor 1 +■ pot + y, Dans ce cas, la courbe est approximée par une parabole. 

Souvent, nous nous ramènerons au développement de Taylor-Young au voisinage de 0 

arec lïm e(jf) ■ 0. 

J — N fr 

Les développements suivants doivent être connus (on se limite en général au second 
ordre) ; s’il faut poursuivre, on reprend la formule générale. 

(I + jc) ( ï = I + ctx + ot(a- 1)^-“- avec a positif ou négatif, entier ou fractionnaire, 
sinx-* taux ™ x... (les termes suivants dans les deux cas sont du T ordre), 
cosjc=» I tn(l + x) = jc- y-" e*“ 1 + x+ y--- 

Le physicien choisit d'approximer le résultat à un ordre donné et ne rient alors plus 
compte des termes suivants. 

üùrmpJ'e: champ de pesanteur z) au voisinage du sol terrestre. 


/<*) * 0) ♦ i/'(0) + ^/'(0) + ■■- + ^/»->(0) + x"e(.ï) 


Chapitre Q - Rappels de mathimaticnies ni 


Mémento 





Mémento 


Expression générale de gU) » £„ , - 

Cherchons une expression approchée au premier ordre pour z « R de : 

\ 'i) ( l+ |)" I -a-( 1 -ï) 

v R' 

Ainsi au sommet du Mont-Blanc &G7 m^en prenant g - g^ on a une incertitude 
relative de Tordre de I h 5 ■ 1<T J . 

Rassurons immédiatement ceux qui sont gênés de ne pas avoir pris lé terme d'ordre 2, 
Un calcul rapide leur permettra de trouver ; 

f 2z 3z J ^ 

fC^) w #o ’ - -g- + ccqui ajoutera une incertitude relative de l p 7 ■ 10 -é . 

On remarquera que le terme d'ordre 2 est très inférieur au terme d'ordre h 
Ce résultat est très général : dans le développement de Tjaylor-YoungJe terme d'ordre 
n est inférieur au ternie d'ordre («-!), ce qui justifie en physique de prendre un 
nombre très limité de termes (souvent en fonction de La précision souhaitée» en 
n'oubliant pas que le physicien n'a aucun besoin d'une précision de calcul qui serait 
supérieure à celle de ses mesures !)* 


Résolution de quelques équations différentielles 

Préliminaire : primitive d'une fonction 

Soit F une primitive de/ 

Elle est définie par I F'(x) = f(x) 1 


F(*)-F<40 = f/tii)d B 

J i» 

Le physicien qui ne veut pas s'embarrasser de précautions d'écriture écrira le plus 
souvent ; 

ïlx)-¥(a}^ff(x)dx 

Équation différentielle du premier ordre à variables séparables 

Ce sont des équations du premier ordre pour lesquelles on peut : 


- résoudre en x'ff) 


Af) = “ = /,{*, r) 


-et séparer les variables h(x)^y = g(i) 

par intégration par rapport à t (on recherche une primitive H de h et G de g) 
H (x) s G(f) + este. 
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Soit xj, la valeur de* correspondant à f •= l D 


Exenxpk : soit une particule de masse m sou mise à son poids P = fflfHj et â 11 résistance 


de Pair modélisée par h forte / = -Xv J ïi^. On obtient ma - m-jj & mg-Xv 1 par 
projection de la. relation fondamentale de 9a dynamique sur l’aise it. On peut séparer ks 
deux variables v et f en mettant l'équation sous la ferme : 


jrrdv 
ttlg — 


= df 


Le premier membre n'est fond ton que de v» le second que de L II suffira alors de trou* 

ver la primitive de chaque niernbrei soit pour lt premier membre F m ^ , et pour 

h e mg-\vi 

le second J d/ avec v n la vitesse à l'instant 

Équation Linéaire du premier ordre à coefficients constants 


La forme générale est 


af[t) + bj4t) = h(t) 


(E) 


On appelle équation homogène Inéquation sans le second membre : 
ay'[t)+by{t) s 0 


L'équation homogène est à variables séparables car on peut écrire x 
■= - - = -et 4’où y,ff) - 

AO o 

La solution générale de Inéquation complète est ta somme de la solution générale de 
l'équation homogène et d'une solution particulière de) ‘équation complète. 

Il ne reste plus qu’à trouver une solution particulière de (EJ (peu importe Laquelle,, h 
plus simple fera S’affaire I). 

- Si la fonction il est une constante notée r, une solution particulière est y t = g- 
-Si h n'est pas une constante, « on se débrouille * comme on peut pour trouver une 
solution part icul ière. C'est assez simple pour les fonctions polynômes en t n et pour les 
fonctions sinusoïdales où l'on peut procéder par identification. 

Soit y j cette solution particulière. 


On arrive alors à : 


(D + Ae-«f 


où A est une constante à déterminer à partir des conditions in il laies, 


Dans tous les cas. pour une équation du premier ordre, se rappeler qu'il y aura une 

constante I déterminer. 


Équation différentielle dû second ordre Linéaire, à coefficients constants 

ax"{t) + bx'{t) + cxit) = f(t) 

De la même manière que pour les équations du premier ordre : 

la solution générale de l'équation complète est la somme de la solution générale de 

réquation homogène et d'une solution particulière de l'équation complète. 


Chapitre 5 - Rappels de mathématiques M3 


Mémento 








Wemento 


Si / est une constante d. la solution particulière est évidente, c'est x * Sinon, en 
général, des. considérations d'ordre physique donnent une solution particulière [la 
plupart du temps, elle représente le régime permanent qui s'établit pour t suffisam- 
ment grand K 

■ Résolution de réquation homogène 
Soit air^Ct) + bx*{t) + cx(f) = 0 {l) 

On cherche alors des solutions de la forme xfr) « Ae aj où A, a e Ç (ou R) car les 
mathématiciens montrent que la solution la plus générale est une combinaison linéaire 
de deux solutions de ce type, 

Recherche des valeurs de a: jç'(f) si CiAe^ r et x*(f) * criAe ar . 

En reportant dans U )i il vient : A e^^flft 3 + fra + e) - 0, 

L'équation du second degré dont a doit être solution e$i dite * équation caractéristique 
H j a trois cas possibles : 


I , Discrimi nant positif soit b 1 — 4 ac > Q 
H y a deux solutions a É et ce, dans R, on a donc : 

| x - Ae U| * ■>■ Be^] AetBeR.. 


2. Discriminant nul soit b 1 - 4 ac - 0 

IL y a une racine double a. dans R et dans ce cas : 


* = ( A + B t)t ai 


A et Be R, 


(C'est un cas limite, physiquement sans grande signification.) 


3, Discriminant négatif soit b 1 -Aoc < 0 


Il y a deux solutions ot, et Oj dans C î cl 


-b± ijiae-b* 
la 


(On noie i le nombre complexe tel que i 2 = . ) On a alors : 

\x - Ae a|t +■ Be tt - f | ArlBeC. 

Seules des solutions réelles peuvent avoir une signification physique, a, et otj étant Ima- 
ginaires conjuguées, on peut poser ts = - À.± iù) et dans ces conditions, les solutions 
je(f) réelles sont de la forme 



[] ne reale plus qu'il ajouter une solution particulière de l'équation différentielle initiale 
et è déterminer les valeurs des constantes, 1 l'aide des conditions initiales... 


Dans tous les cas, pour une équation du «fond ordre, $e rappeler qu'il y a deux 
constantes à déterminer. 


”> 
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Eléments de calcul vectoriel 

Produit scalaire de deux vecteurs 

* Définition - expression 

-*+ —4 

Soient V, et V ; deys vecteurs non nuts de composantes respectives (X, , Y , Z-, ) 

{X 2 » Y 2p Z^) dans une base orthonormée (m^, «y f Soit a l'angle orienté des vec- 

— * **■+ 

tours V, et V,. 


V, V 2 = V,V 2 cosa= X,X a + Y,Y 3 + Z,Z 2 


* Propriétés ^ 

- Modtr/e du vecteur V 

■t ^ i 

V V = V 1 


d'où 


V- f+?+ Z* 


- Composantes du vecteur V sur un axe 
==4 — 

En remarquent que lorsqu'on écrit V, - V a - V t VjCosa h VjCïmh représente la pno- 

— t 

jection de V l sut la direction de V tl la projection de V sur un axe Ox (resp Oy> Os) 
de vecteur unitaire fresp- «t. u z ) s'écrit : 


(resp. V K = V * u y et V* = V ■ u.) 
- Orthogonalité Ht deux vecteurs 


V, X V 2 o V , V^sû 


- Dérivée d’un produit scalaire 

— ¥ — i 

Si V, et V 2 sont fonctions du temps, alors ; 


dV t 


Conséquence : soit ïî un vecteur unitaire 

4 4 J -B 

fl ■ H = U ï = 1 


^.2? -^ = 0. 

df dl 


Le vecteur — est orthogonal au vecteur u 
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Produit vectoriel de deux vecteurs 

— *■ -4 

É Définition : sa it V, et Vj deux vecteurs non nuis. Soit a l'angle Orienté des vecteurs 
-ü -4 

V É et V ; . 

-4 —4 —4 -4 -4 

V - V, a Vj est un vecteur orthogonal au plan défini par V, et V 2 , orienté de 

-4 -4 4 + 

telle sorte que (V J f V 2 , V> forment un trièdre direct, de module V,V 2 |sinüc|, 

* Autres méthodes pour définir le sens î 
- régies des 3 doigts de la main droite, 

-tirf-bquchor de Maxwell. 



- V,aV,— VjaV, 


- Soit une base orthonormée directe («, , n Jt Uj) 

— * — ► —?■ “J — ► -s- — i— *■ — ^ 

«j a tfj = « 3 ! Wj a % s u, 5 it j a iafj » Mj. 

4 *-> -+ 

- Composantes de V dans une base cartésienne (u^ uj 

En utilisant Les propriétés énoncées plus haut : 

V = V^aV^ = ( V + V ,^ + V, f A + V 2 r U y + ViJj 

V = (Y.Zj-ZiïjÆ+tZ^-X^JîÇ + tX.Yj-Y,^)?, 


Çopyrighted material 




<X, > Y| . Z|>, (Xï s y 3f Z|) étant les composantes respectives de V t et V 2 dans la 
base (ij, ü^, «_}, 

On peut remarquer que chaque terme correspond respectivement aux déterminants 
2x2: 


V, Y*. Zï 

. x a X* 

Z, Z 1 ' X, x 2 

Y . Y| 


- Moyen mnémotechnique 

Écrire les composantes colonnes des vecteurs V, et V 2 : 

~^T *3” On obtient Le T r déterminant (composante sur ü^) en barrant la 
V i V j 1" ligne puis les autres pa r permutation circulaire. 

Zi ^ 

* Dérivée cl'un produit vectoriel 

- j ^ ^ 

Si V, et V 2 sont fonctions du temps 



dV, -* -* 

dV 2 

-(V..V,) 

= -3T aV .* v i 

A 4f ! 


■ Calcul de L'aire d'un triangle ABC 
d(ABQ = ^ABx AC|sinü| 
jd(ABC) = ‘R *vj. 


Produit mixte de trois vecteurs 

■ Définition 

, — * — ♦ + > "=# •— # 

Soir V, t V 2 , Vj trois vecteurs Le produit mixte (V ( , V^ s V 5 ) est défini par : 

* Propriétés 

— i — • > + — i — > — > — > — > 

V, ■ (Va a V a ) = (V, a V;) - Vj = V z ■ (V, a V,) 

Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont 
coplanaires. 
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Systèmes de coordonnées et bases 

Soit un poïnr M étudié dans un référentiel 9t On munit dt d'un repère d'origine O, 
d axes orthogonaux Os, O y, Gc, 


Base cartésienne 



y 


Les coordonnées de M sont jc ,y,z dans la base car- 
. . — > — v — * 

ICSienne u*, u y , v t . 

Propriété : x^ n r^., son! fûtes par rapport au 
référentiel &- 

OM = + yu^ + zu t 

Les données z{t) constituent les équa- 

tions paramétriques du mouvement. 


lirai utile de connaître l'expression d'un petit déplacement dM dans la base (w^, h^, a^). 



dM = djcu,+ dyu r + dïu, r 

Cette expression permettra de déterminer le vecteur 

vitesse ; 


dOM . 

dt 


dje- 

~r u 

dr 


d y-* t d z-* 

y -r-H_+ — tf r . 
dt r dt 1 


Elle permet égçüement d'exprimer une surface élémen- 
taire 6S = dardy (respectivement dyd z„ djrdz) 
ainsi qu'un volume élémentaire 5t - rUéj'di. 


Base cylindrique 

Elle s'obtient par rotation de . ü* . üt d’un angfe B autour de Taxe Oz- 
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Us coordonné cylindrique de M dans h base ? rn sont r, 0 et t En associant la 
base u fl w^ T au point M, on obtient une base locale en mouvement par rapport à®. 

Expression du vccreur position : ÛM * ru. +■ 


Les données r(f), 8(f) et 2 {i) constituent les Quations paramétriques du mouvement. 

Expression d'un petit déplacement de M dans 


dM - dOM - drt#,+ rd0« É + 

Cette expression permet de déterminer le vecteur 
vitesse: 



V 


dr-i <10-* d î-* 

i — u r +- r— u e + — u,. 
df 1 dr e d# 1 


dOM 

d t 

Elle permet également de déterminer : 

- une surface élémentaire 55 - rdrdS, 

- un volume élémentaire 5l = rdrdGéUn 


Cette représentation est à utiliser pour un système admettant une symétrie cylindri- 
que (invariance par rotation autour de Oi). 


Base sphérique 

On l'obtient par une rotation de {ü^ h ü^ 5 ï^| d’un angle tp autour de Or, suivie d’une 
notation d’un angle 8 autour de w£. 
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[3a ns octtc base ( u r , u 0 „ u^) t Ici coordonnées sphériques de M sont r h & et f. 
Expression du vecteur posil ion : OM = rt? r . 

En associant la base { u f , , ü^) an point M T on obtient une base locale en mouve- 
ment dans SL 



Expression d'un petit déplacement de M dans 

,-ï -* Ht'. 

(M f n « e , u,) s 

dM - dOM - dri? r + rd0ü^+ rsin0dt?j7^. 

Cette expression permet de déterminer Je vecteur 
viltBc : 


dOM 
ât ' 


dr-> JO-4 
= -ru r + r— u 0 
dr dt “ 


+ rsinfl^u 
dt 


Elle permet également de déterminer : 

-une surface élémentaire sur la sphère de rayon r : SS = r^inOd&dtp; 

- un volume élémentaire : St ■ r 1 drsinfl dQtfy- 

Cette représentation est à utiliser pour un système admettant une Symétrie sphérique 
(forces en fu t par exemple}. 

Si G ■ constante, on retrouve des coordonnées polaires pour p « rsinfl cr<p. 

$i ip ■ coûtante, Oit retrouve des coordonnées polaires pour r, &, 


Opérateur gradient 


Définition 

Soit U une fonction scalaire d'un point M de l'espace. Lors du déplacement dM du 
point M dcM en M y , MM' - dM, U varie de du = U(M') -U(M). 

Le vecteur gradü est défini par du = gradü ■ dM, 

Exempta U peut être une énergie potentielle E t , : d£ r - gradE p ■ dM. 

Propriétés 

* Considérons une surface telle que quel que soit M appartenant à cette surface,. 
U(M) = conslanle. Alors pour lOut petit déplacement sur cette surlace, 

dU - 0 = gradü - dM. 

gradU est donc perpendiculaire à celle surface. 


“) 
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Exetttph r : dans le cas d'une énergie potentielle. la surface pour laquelle 
E p (M} m constante est appelée * équipotenlielle h, gradE p est donc perpendiculaire 
à la surface ^uipütcmiellc. 

■ Soit maintenant U et U + du» deux surfaces équipoten* 
tielles différentes contenant M et M' avec MM' = dM. 
dU = grâdU -dM. 

gradU dM > 0 *=* co s et > 0 avec et € [0, Jt/2). 

Alors dU > 0 et gradU est orienté dans le sens des U 
croissants. /U + dU 



Expression dans les différentes bases 

* Base cartésienne 

dM = MM' - ÛM'-ÛM = dÜM = dxï^ + dj^ + dzï^ . 

Soient A, B, C les composantes de gradU sur (jq.. ü^., ü^) : d □ = Adx+ Bdy + Cdz. 
D'autre part: U * U(M) s Ufjt.j',*) 

Jrr au. au. au. 

du = s dl+ w d,,+ àï d2 

ou y" | resp. y', y|j représente la dérivée partielle de U pjr rapporté x, y et s res- 

tant constants Iresp. par rapport 1 ^* x et a itstânt constants, par rapport à £, Jt dt y It*- 
tant constants). 

Par identification : 

— * au-» du-» 

» radu = 

- Base cylindrique 

La méthode est la même. Attention à l'expression : dM = dru, + rd&w# + d zu t . 

— t Tr dV^ IdLM dU-» 

^ ■ 37“' + ;3»“ 6+ ^“-* 

- Base sphérique 

Attention dM = drüy+ rdôü^ + rsinGdtpïï^. 

j . . ê)U -* 1 SU — * 1 0L — + 

gradti = -^u r +-T^-» g + . u 

* èr T rd 9 e r&in6-3(|> * 


Linéarité de k fonction grad 
grad(Uj + U 3 ) - grad U, + grad U 2 
grad (H!) - AgradU. 
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Notation dd Ou nabla 

On définit l'opérateur deÉ ou nabla, en coordonnées cartésiennes par : 


z* -i il -¥ j -+ 'à 

v ‘ "*5Î + "'5Î 

Appliqué à la fonction scalaire U(M) : 


dt 


3r J/x „ -*3u -»du -*au 

VU{M] - H,^-+ H v ^— + M, — ■ 
flbc r oy Oz 


Coniques 

Équations des coniques en coordonnées polaires 
(r s OM >0,0 = (Ojv, QM)} 

Soit un point F appelé foyer et une droite (A) appelée directrice associée (F é (A)). 
Une conique est k lieu des points dont le rapport des distances à F et il la droite (A) 
est constant. O rapport est appelé excent ricité e de la conique. 

Suivant les valeurs de e, on distingue le type de conique : 


e< I 

e = 1 

e > | 

ellipse 

parabole 

hyperbole 


La droite (A) divise le plan en deux régions notées fl) et fl). 
* I"cbs : le point M de la conique appartient à la région (l). 



Cherchons l 'équation de ta branche de conique appartenant â cttte région du plan en 
coordonnées polaires : 


MK = FH ~ rcos0 


FH - rœse 

r(l +eco&0) - ex FH. 
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OnposcexFH =■ p: paramètre de la conique 



le point M de k conique appartient à La région f2). 



_ MF _ r 
6 ~ MK rcoifl-FH* 
r(I = -eFH 



équation de La branche de conique apparte- 
nant à la région du plan ne contenant pai F, 


Étude de différentes coniques 

- e < l : ellipse 

L’ellipse possède un centre de symétrie O et deux foyers F et F' (OF * OF' s c) 
FGF' est Faxe focal de leLLipsc. 

On définit son demi grand axe OA ■ OA' ■ a, son demi petit axe O B = OB' = b. 




Memento 





Memeritc 


-Air? lie t'i'llipie 


M - flafr 


- Retna rij r-rtr : choix de l lueur polaire 

L'asc focal F'OF n'est pas forcément confondu avec L'axe polaire, 

SI l axe focal fait on angle <p avec Taxe polaire, I équation de l'ellipse en polaire s'écrit : 

-ü 

I +ecos(0 -<p) 


On retrouve que pour 0 = tp, r ■ := r mÉnï ce qui caractérise le point A qui 

appartient bien évidemment à l'axe focal. 



ÀppUankm : mouvement des planètes autour du Soleil. 

Si le texte du problème n’impose pas d’axe polaire, on choisira celui-ci confondu avec 
l'axe focal. 

- Êquûtiûn cartésienne de l'ellipse 


- Définition géométrique de l ellipse 
Col le lieu des points M tels que : 

[MF + MF - la | 

- Propriété géométrique r 

La tangente en un point M de l'ellipse est la bissectrice extérieure de l'angle F'MF. 



* e> \ : hyperbole 

L'hyperbole possède un centre de symétrie O et deux foyers F et F, 
Qn déüni [ tcjujourü U s OA = OA* 

£ = of = or. 

On a toujours : e » - ; p = afe 2 - | ). 

Pa r cont re a 1 - - b-V à. 
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En physique, le point matériel en mouvement ne décrit qu’une des branches de 
l'hyperbole, 

-Si ta branche décrite appartient à la région (l) ; 



3 +e casfl | 

Ici asymptotes sont définies par cosfl = 

Apptitpiipn} ; mouvement d'une Sonde spatiale* 
attraction élocInMLaliqje. 


- Si la branche décrite appartient à la région (2) : 
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- Équation cartésienne de l'hyperbole 

ïLü! = i. 
a 1 F 

- Équation des asymptotes 

>b 

y = ±- x. 
a 

- Définition géométrique de l'hyperbole 
G^t le leii des points M tels que 

- Propriété géOT ftés rique 
La tangente en un point M est la bissectrice Intérieure de l'angle F'MF 


* e = 1 : parabole 





■ Équation en coordonnées polaires 

r ~ — - caf la pai^bok appartient à la région ( I ) de l 'espace. 

] + COS0 


0 Ë |-lt, ?t| 

FA s a s AH : p * 2a. 

Application : mouvement de certaines comètes. 
- Équation en cartésienne 


‘ = ip* | 
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Exercice ici 


(|iS Risque de collision au freinage 

1* Lirtt voiture route à une vitesse constante V 0 en ligne droite. Au temps f -0, le 
conducteur aperçoit un obstacle, mais il ne commence à freiner (avec une -décéléra- 
tion constante de 7,5 m ■ r*) qu'au bout d'un temps e = ü r G s. Calculer La distance 
parcourue par le véhicule depuis l'instant initial jusqu'à l'arrêt 
Application numérique ; V* = 54 km ■ h' 1 , puis V c - 108 km ■ h -1 , 

2. Deux voitures se suivent sur une route droite, à une distance d t et routent à la 
mime vitesse constante V„. À l'instant t - 0, la première voiture commence â freiner 
avec une décélération a, la seconde voiture ne commence à freiner qu'au temps 
t = e = 0,6 s avec une décélération b. 

Quelle condition doit satisfaire d pour que la seconde voiture s'arrête en arrière de la 
première ? 

Application numérique ; V 0 = 108 km - h" 1 , o = 7,5 m - s' f et b = 6m + s" 1 . 

La condition trouvée est-elle suffisante pour garantir qu'il n'y aura pas collision entre 
les deux voitures (pour des valeurs différentes de Vp, e r o et ? 

Pourquoi cette condition est-elle suffisante avec les données numériques fournies ? 

itl. de cfM *îj faill savoir 


■ Mouvement à accélération constante. 

■ Équation horaire. 

* 2 : jfyt * ^ CoM P r g ^ ^ r g 

* U est «tUCWUX de résoudre la première question en tenant compte de la deuxième : 
on prendra des notations telles qu'il ne soit pas nécessaire de refaire plusieurs Ibis le 
même calcul. 

■ Pour La deuxième question, il faut prendre en compte les différentes phases du mou- 
vement, avec des conditions initiales pertinentes. 

B3. Soj-viUoii 

1* On peut prendre l'origine des abscisses à la position de la voiture à la dater - G : elle 
parcourt une distance *, * V 0 £ avant de freiner - avec une accélération - a 
{d constante > 0) à partir de la date t, = £, 

Pour t > t, + le mouvement est caractérisé par une vitesse : 

V = i ^((-r.J + V, 

a une position x = - \ rt(r-# l ) 1 + f , ) + jc ( (I) 

compte tenu des condirions initiales d -dessus. 
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L'arrêt est obtenu lorsque V= 0» soit t — t, = — -■ 

En reportant cette valeur dans l’expression de *(f) n on obtient la distance d’arrêt D : 






Ds r> v ° E 

Application nutrtiriqitc : 

¥„= Mbtt-h -1 = 15 m- ï" 1 . d'où:D = 24m. 

¥ 0 = LOS km ■ h"' = 30 m ■ s" 1 * d'où : D = 78 m. 

2» L'équation horaire de la première voiture est donnée parla relation (ï J h en faisant 
ti = 0 et je, = § : 

*(0 = -^/ J + ¥ fl f; 


et dk s'arrête 4 Lsbîdsse Jt 2 = %(— soit; 


À La date f = 0, La seconde voilure étaii à L’abscisse - à , et à la date f , = e, clic était donc 
à rabaisse *, = - d + ¥ fl e. 

La relation (1) donne abra pour la seconde voiture une position {avec a remplacé par J?) : 
x’I t) “ + + 

V 

ce qui donne une distance a' parcourue jusqu'à l'arrêt (à la date t a t, + } : 

U 


La condition demandée correspond à xj < x 2 (on néglige les dimensions des voitures* 
assimilées à des points matériels.,.)» soit : 

v 2 ¥ * 


J> flr;J+ v ° c 

Soit* avec les valeurs données : d > 53 dl 

Cette condition n'est pas suffisante : il su Nil d'imaginer une situation retic que b > a, 
avec d < V^e, 
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■g 

La seconde voiture heur le la première avant même le début de son freinage, alorsque 
ta condition trouvée peut être vérifiée ! 

Mais si b < a, la condition trouvée est effectivement suffisante. En effet, la seconde voi- 
ture se rapproche alors constamment de la première (la différence des vitesses i'-x 
reste toujours positive ou nulle) : c’est donc lorsqu'elles sont arrêtées que leur distance 
dest minimale. 


Projectile soumis au frottement de l'air 

Un projectile H de masse m est lancé dans un plan vertical (0*z) avec une vitesse 
— 

initiale V 0 faisant un angte 0 avec L'horizontale Ü*. Ce référent Le U lié à la surface de 
La Terre,, sera suppose gaLilétn, et l'accélération g de La pesanteur constante» Ce pro- 
jectile est soumis de plus i une force do frottement duo à l'air, force que l'on peut 
mettre sous la forme F f ■ 4*V avec Jr> 0 et V vitesse instantanée du projectile» 

1. Établir les équations du mouvement : on introduira la constante de temps tt|. 
Montrer que U trajectoire du projectile admet une asymptote verticale, et que sa 
vitesse tend vers une limite V, que L'on précisera. 

Exprimer alors Les vitesses et position du mobile en fonction de t, z, 6, V 0 et V t , 

2 . Calculer le temps t, nécessaire au projectile pour atteindre le sommets de si tra- 
jectoire, et donner la position de S, 

Application numérique ; 6 « V 0 = V L : calculer l'altitude de S, et comparer 1 
L'altitude atteinte Lorsqu'on néglige le frottement de l'air. 

11, de ^-g^I faut savoir 

Point de cours 

■ Loi fondamentale de la dynamique. 

Outil mathématique 

■ Résolution d'équation différentielle du premier ordre avec second membre. 

MI. Ce f aut tfoMpreîtcfre 

i. On appliquera la foi fondamentale de h dynamique au projectile M assimilé à un 
point matériel. La vitesse limite peut être trouvée directement en cherchant à quelle 
condition L accélération a s'annule- On pourra intégrer l'équation différentielle sous 

-î — * 

» forme vectorielle et projeter les expressions obtenues pour V et OM . 


3à) 
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2* À cause du freinage du à l'air, la trajectoire étudiée doit se situer « au-dessous » de 
la trajectoire parabolique « classique * obtenue en l'absence de frottement, 


■y £ olulîojl 

î* La loi fondamentale de la dynamique appliquée au point M à un instant t s'écrit 

4 -j -» 44 ^ > 

ma - mg~kV. 0n trouve directement que n = 0 »¥ - constante. 


4 "4 4 

Ce qui est réalisé pour mg - KV - u soit 
ou encore en posant % = ^ V T * 


V-T* 


Ü Point méthode 
En écrivant le prini 
ment une équation différentielle en V 


dP ■* 

En écrivant le principe fondamental sous la forme — - = £F h on obtient directe- 

— i dt 


dP dv + t r* 
_ = = mt -IV 


dr 


Résolvons maintenant l'équation différent telle 

dv kr? -» 4 m 

— + — V = # soit en posant t = 7-; 
dr ni ifc 

—> -4 ÿ 

dv | V ^ V f 

dr t “ t ' 

Résolvons l'équation différentielle vectorielle : 

V(r) = vj + Ae _î . 

_4 4 — ► -4 *4 —¥ 

Le vecteur A est défini par la condition initiale V » Vg, à t ■ 0: A =■ V 0 - Vj 


V(r> = V J+ (V 0 -V ( ) e * 


(I) 

En intégrant une nouvelle fois par rapport à f, on obtient : 

— > -> — » -+ _1 -4 

OM(r) = Vj r + ( V„ - Vj )(-r)t T + D. 

4 ~4 4 

B est défini par la condition initiale 0M = 0 è. t = 0 : 

4 -4 — 4 

» = T<V 0 -V,) 


d'où 


ômco = vît+t(v^-^)(i-«"q 


<î) 
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projection sur (a*, u 2 ). 


V| - - Vj u, est un module,,,) 




ç| N çxi reportant : 


*, - TV*C«& 1- 

l i+ vH 

- -TV,ln(l +^ri 0 e) + X(V„drt® + v ,) (l - v> ^' + V J 

z s s TVjjfiînO- TVj ïm^] + “$irtÔ j 

si # » ï et je +V M j] vient : 

1x3 - 0 

\z ( - tV|— tV, lui = tV,( 1 - In2) 

En l'absence de tout frottement de l'air, le mouvement sur l’axe Oz devient : 


z - -^f + v on (Poil i t ' = — 

Z = + 


et V “ *(W “ 

Pour comparer les altitudes de S et S\ exprimons z ( en fonction de et g : 


-i a 2(1 - InT) # 0*6. 

Zj,- 

z J: < z,- : le résultat esl bien cohérent , en présence de frottement le point matériel 
monte moins haut- 


Deux mouvements sur la même trajectoire 

A, Un mobile M décrit une hélice circulait# d'axe Qz, son mouvement étant défini en 
coordonnées cylindriques {r r % r z) par les équations : 


f = R fl = tuf 
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expressions dans lesquelles fl, met H sont des constantes positives. On pourra peser 
h * U mobile part à l'instant f 3 0, et fait un tour complet avant d'atteindre 
le plan z - 0. 

1, Exprimer la vitesse V du mobile, dans la base associée aux coordonnées cylindriques. 
Préciser son module et son orientation. 

Calculer La Longueur dt la trajectoire pour un tour du mobile. 

Représenter la trajectoire dans un pim, en portant RQ sur l'axe horizontal et z sur 
I axe vertical 

4 

2. Exprimer de même L'accélération A du mobile, 

4 1 4 

Que peut-on dire du produit scalaire AV? QuelLefs) cûndusiûnÇs) peut-on en tirer ? 
8. Le mouvement de M est maintenant défini par les équations : 

'** B *k '-"-Ni) 

□ étant une constante positive. 

1. Qu'y a-t-U d'inchangé et qu'y a-t-il de changé par rapport au mouvement précédent ? 
2* Exprimer le vecteur vitesse dans la base des coordonnées cylindriques ; en déduire 
son module. 


ail, Ce efa’jj f&Ai^ savoir 

r Vitesse ci accélération en coordonnées cylindriques. 


BU, Ce faut dojnprehtfre 

4 —t 

A. 1. Il jjgii de mettre la vitesse sous la forme V = V ■ u T f u T unitw), en préci- 
sant chacun des deux termes. 

Le système de coordonnées choisi facilitera l'interprétation géométrique la grandeur V 
restant constante. 

•4 

2. L'accélérat ion A se dëd ui ra des expressions classiques de ses composantes en coor- 
données cylindriques. 

8. 1, Dans tout mouvement, on peut distinguer la trajectoire (parcoMï* géométrique), 
et l'équation horaire du mobile sur celle-ci : dans le cas présent, seule l'équation 
horaire est modifiée... 

2, Les calculs sont analogues à ceux du A. 1, La remarque précédente permet de pré- 
voir une partie du résultait 1 le vecteur a7* est Inchangé. 
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A* 1, La vitesse V a pour expression générale, dans la base des coordonnées 
Cylindriques ; 

rï ■ -s a — t - 4 

V = r » r + r0 u v ±Z U £ , 

Ici rsO, Ô = Ci> et z = j ^ é = - ftü) 

dG dr 2n 



Point cours z 


Composition des mouvements : 


Le mouvement peut se décomposer en un mouvement de ^ 

v 

translation selon Ûi, de vitesse V (r s i ïq. et en mouve- 

V 

ment de rotation autour de Cte è la vitesi* angulaire Û 

\M 

— r ■ 

-r ^ 

(vecteur rotation fi; - fln,), q 

u t 


Dans k plan ( ïq), la direction de V est donnée par tan a ™ - — 3 - 
Cesl donc une direction fixe de ce plan... 

Écrivant V = V ■ ü^. (ë^ est donc orienté dans k sens du mouvement, puisque 
V > £t\ le vecteur üy a pour composantes sur ^ et : 
rw h 

COSÛt = — s -TT-nr- 

1 JWTWi 


hiü 


JV + h 1 
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I 


2 


l'abscisse curviligne sur la trajectoire ril déterminée par — m V, soit, puisque La 

- if df 

viles se V est constante j 

s = v ■ ( = atjRi + k* (avec j(o) - o). 

Pour un tour du mobile, 0 = <j>t = 2n r cc qui don ne pour s : 

%•!*, = 1 = InJK 1 + h*. 

On peut représenter ta trajectoire dans un plan, en posant X = R0. 

On a alors z * H - ^ j 0 = H - h ■ —■ 

2n R 

La trajectoire est représentée par une droite de z 
perte qui fait donc uni ngle et avec l’aie OX. H 

Cette représentation correspond k “ dérouler » La 
surface latérale du cylindre (axe Qz» r=R) sur 
lequel est tracée la trajectoire réelle du mobile 

R9 = Rü>f ^ £v üj -dtj. q 



2tlR 


A. 2. L'accélération A a pour expression générale, dans La base des coordonnées 
cylindriques : 

A - (r- ré 2 ) ? r + (2ré + ré) + z ^ 
ce qui donne, en tenant compte de r * fl, é ® te et i » -bai : 

I A = Rw 2 i? r 


POWÏ COURS 

On peut obtenir l'accélération en dérivant directement l'expression de la vitesse ; 

dut 


-> -r -t. -* AV 

V = (ûR u tt - u =5 A ■ — r- - 0}R ■ -j— 

* * df dl 


du" 


avec — = - 0 u r , il vient A s -u> ï Rjj r . 
df r 


ün. ccjnscate immédiatement que A ■ V = 0 : l'accéféralion est donc purement normale, 
car le mouvement étudié lot est uniforme * de, =s ^ * 0 j. 


B. 1, La relation entre z et 0 est inchangée l La trajectoire reste donc la même, et sa 
représentation plane iz en fonction de K&) également. 

Le vecteur , défini k partir de la trajectoire, ne change pas, mais les expressions de V 
— > 

et A seront différentes, puisque L'équation horaire est différente. 
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B. 2» Le calcul est Le même qu'au A, I h| en tenant compte de b nouvelle expression de 
0 = $t (au lieu de <o.„L 

-j -k 

Donc V = Raf-Mg — hütu t 

et V s ai - JlO + h*. 


Pendule simple 


Un pendule simple est constitué -d'une corde inextensible et sans masse de longueur 
t a laquelle est suspendu un point matériel M de masse ra. 



L'autre extrémité est fixée en un point üt et le point K se déplace dans le plan vertical 0 yr, 
À l'instant initiai, on lance M, fil tendu, avec une vitesse horizontale V c = V„ü*, 
Que peut-on dire du mouvement ultérieur de le messe m ? 


11. Ce rfl-u'i] faut savoir 

4 Théorème de l'énergie mécanique. 

* Loi fondamentale de la dynamique. 

4 Accélération pour un mouvement circulaire. 

11 » Ce fftUt doftipreh^fe 

Le fi] étant initialement tendu, la masse m amorce un mouvement circulaire de centre 
O Cl de rayon L Son altitude augmentant elle gagne en énergie potentielle de pesanteur 
et corrélativement elle perd en énergie cinétique, 

A priori, trois cas peuvent se produire. 

4 La corde reste tendue et le mouvement du pendule esl oscillatoire ^ ^ }■ 
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V 


■ La corde reste tendue et te mouvement du pendule est résolutif» ce qui exige une 
énergie initiale suffisamment importante. 

■ La vitesse V 0 est trop faible pour qu'un mouvement révolutif ait lieu et trop forte 
pour que le mouvement soit oscillatoire. La corde finira par se détendre. 


«3. Solutioh 


» On peut rapporter la vitesse V à V n et la tension T 
du fil à trig (T - «rçj à l'équilibre) et définir ainsi les 
V T 

variables réduites — et — ■. variables sans dimen- 

v 0 m 

sion qui vont dépendre de 9 et du paramétre 

vJ 

TJ = — (grandeur également sans dimension que 
fon peut former à partir de V^g, f grandeurs carac- 
térisant te problème physique). 



* Déterminons — - /(r| f 0) tant que la corde reste tendue ï 

v t> 

La cordc étant tendue, le point matériel décrit un 
arc de cercle et la tension T ne travaille pas ( T 
perpendiculaire au déplacement). Il en résulte la 
conservation de l'énergie mécanique du système : 

E fI1 - E Ê + E p = jiwvj-mgl 
(origine de l’énergie potentielle prise en O) 

E - -trtgz => mglcas& = - mgL 



Soit : 




(I) 


Traçons la courbeO — s/(0) ■ 1 + -( cos0 - !)♦ 
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* Déterminons, la tension T - #(*1, 0} de la wrde tendue ; 


D'après la loi fondamentale de La dynamique, on a en 

protection sur jj, : nia r - -T+m£co&0 

V 2 V 2 

avtc n r =l — -, d'où; T - ïmjç« 0 + iK-p ♦ 

T V 3 

Soit — - co&9 + — 

mg £* 

elavec(l)=> — = cmB + Tlfl + -(cosft- 1)1. 

r ng L n J 


Finalement ; 


— - 3cmG + T|“2 

mg 


( 2 ) 


Traçons la courbe 0 — rg( 0 ) = 3 cqs 6 + V| - 2 . 




Discussion 

■ l çr cas : mouvement résolut ifi 

La corde doit être toujours tendue et la vitesse ne doit pas s'annuler ce qui exige : 

ïl-^>ü (T>0) et 1-^>Q (V 2 > 0). 

Soit en définitif : T| > S. 

H 2 * cas ; mouvement non révolutif et la cor de reste toujours tendue. 

On observe alors des Oîciltations entre des valeurs extrêmes ±0^ . 11 faut donc que 
ion ait : V I (0 nia3( ) = 0 et T(0) > 0 pour 0 e {G, 9 WI ), 

La fonction V 2 (0) s’annule pour 0 = & v tel que cos0 v = 1 - De même, la (onc- 
tion T(0) s'annule pour 0 = ® T tel que cos& T = | - ^ * 

Ces deux valeurs n 'existent que pour q < 4. D'autre part, la condition cherchée 
impose 0 V < 0 T (0 e [0, *|), la vitesse devant s'annuler avant que la tension ne 
puisse le faire, I! faut donc que Ton ait 5 

cos0 v > cos0 T => 1 " | > |“5 

ce qui donne 6 - 3q > 4 - 2ï[ => i\ < 2. Dans ces conditions, on obtient un mou- 
vement pendulaire d'amplitude inférieur i j ^0^ = Arcos^l -!j J). 
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■ 3*cas:2<1(|<5. 

La corde finit par ie détendra pour une videur de fl comprime entre î et h. La tension 

s'annule avant La vitesse (fl v > fly). La juLie du mouvement est celui d'une particule 
de masse m dans le seul champ de pesanteur (mouvement parabolique] du moins tant 


que le fil resté détendu. 

. . I j corde 5é derend pour fl = fl T = 

Ar ™( i i 3 )' 

S J 




n + 1 


t| 2 


Tl .Si, 

uz: 

K \k 

0 

1 ” ■> 1 

r 



Conclusion 




0 

2 

5 

_>5 


mouvement pendulaire la wrde sr dtand mowenKiif rÉvnlutif 

ù < e nu , « î 


(§& Pendule dont le fil casse 

Un pendule simple - masse m r fil de langueur i inextensible et de masse négligeable 
- est suspendu en un point fixe 0 et lâché sans vitesse initiale depuis une position 
où le fil est horizontal et tendu, Soit h la distance entre Le point 0 et lie sommet de 
la trajectoire décrite ensuite par la masse m, 

!♦ Donner qualitativement le domaine de variations de A* 

2. Déterminer h. 
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ai, Ce faut savoir _ 

» Conservation de L'énergie mécanique. 

■ Loi fondamentale de la dynamique. 

az. Ce ^U’j] faut tfoMprgJidre 

Il est inutile de déterminer l’équation de la trajectoire pour répondre à la question, 
Entre le point de départ et le point atteint à l'instant où le fil casse, la masse m n'est 
soumise qu'à son poids et à la tension du fil qui ne travaille pas. La conservation de 
l'énergie mécanique permet de relier la vitesse et l'altitude. 

A partir du moment où le fil casse, la masse uniquement soumise à son poids a une 
trajectoire parabolique. On pourra remarquer que lors de ce mouvement, la compo- 
sante horizontale de la vitesse est conservée. 


S 

y 

_• 


■y Sûlulïoii 


1* Notons a l’angle dont aura tourné le Jïl avant qu'il ne casse. Quand a -► - ; h * 


A - 



La vitesse en B est horizontale. La masse rfl décrit 
une portion de parabole de sommet R 


B 


A O 


T3 7 


Quand tt — t K : ?r — > 0 . 

B La vitesse en B est nulle. La masse m décrit la ver- 
" ticalc à B puisqu'elle n'est soumise qu'à son poids. 


9 


Point cours 

Considérons un point matériel soumis à des Forces conservatives (donc dérivant 
d'une énergie potentielle. Leur travail élémentaire est SW - -dE p J *t à des forces 
non conservatives dont le travail élémentaire est SW. Appliquons au point M 9e 
théorème de F énergie cinétique : 

dE^ = fiW + SW r = -dE^SW' 

* SW'. 

+ Ep constitue l’énergie mécanique du point M. 

La variation d'énergie mécanique du point M «I égale au ira va il des forces non 
conservatives s'appliquant à M. Si ces forces non conservatives ne travaillent pas, 
alors l'énergie mécanique du point M se conserve. 
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Le mouvement dis la niasse m, soumise j son poids et à la tension du lit. s’effectue dans 

4 4 4 

le plan vertical contenant le fil £ l'Instant Initial : ma = mg + T , 

Le poids est une force conservative, a O 

=# 

La tension T du fil ne travaille pas. Il y 
a donc conservation de l'Énergie méca- 
nique du point M r 

Eçiii + Epfm#) = constante. 

J Point méthode 

Calcul de Fénergie potentielle dont dérive une force conservai ive : 

On reviendra a la définition / - - gradF-p- Lorsque le problème est à un degré de 
dimension, on exprimera cette relation dans une base possédant un vecteur unitaire 
+ ■+ 4 _ } dE p — » 

colinéaire à / „ Ainsi, pour le poids, P = mg = -m^eq - rr . 

d'oii E r = mgz + constante. 



Choisissons A pour origine de l'énergie potentielle et écrivons l'énergie mécanique en 
A, B et S : 

E d . + E p . 0 + 0 = imv* !) (I) 

Or, entre B et S, où seul le poids intervient, la projection horizontale de la quantité de 
■* 

mouvement est conservée | ^ " m S j et : V$ * V B cosp = V B - sintx 


d'où : 

Or d'après (i) ; 


v| vJîW© 
~ z<r " 2* 

V B = 2gl sinût 


Soit : 

Commentaire 

I POur a ■ - el H 
2 


h = Jsin'a 


tr , on retrouve les résidais du I . 


J 


^ Enroulement d'un fil sur un cylindre 

Un point matériel M, de masse m est mobile sans frottement sur un plan horizontal. 
Il est attaché à une ficelle (de masse négligeable et inextensible) qui s'enroule sur 
un cylindre d'axe vertical et de rayon o. 


«) 
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Initialement te masse m est lancée avec une 
vitesse V c perpendiculaire à te ficelle, qui est ten- 
due, et de langueur ^ Sait G(r) l'angle dont s'est 
enroulé le fil à l'instant h 
1* Préciser te vitesse - module et orientation - 
du mobile à te date & 

2* En déduire te loi 8{t) du mouvement. Au bout 
de combien de temps Le point M touchera-t-il Le 
cylindre 7 Commenter, 



5 


Jl, de fVqt bavoir 

T Coordonnées polaires. 

* Théorème de l'énergie cinétique. 

* Loi fondamentale de la dynamique. 


■ 17 -, de fVut coîKpVfîhdrç 

I* On construira te base polaire iï t , i^ } permettent de repérer le point I(f) ou la ficelle 

■ — ► 

quitte lp cy[irnJre (jj r parlé par Q[). 

' ~ “J 1 ï — i 

Ûn écrira OM = Oï + IM, et on montrera que te vitesse V du point M est perpen- 
diculaire à IM et donc au fil. 

On en déduira que te vitesse garde une norme constante V„, 

2. La loi 0(t) et l'instent f t se déduisent directement des résultats précédents. 

Il faudra s'assurer que 1a ficelle reste tendue au cours du mouvement. Ûn cherchera 

— * 

donc à déterminer sa tension T (/}, et le problème physique» tel qu’il est posé» n'a de 
sens que si || t|| reste borné. .. 


Solution 


1. Dans le référentiel terrestre (supposé galiiéect}, le mobile est soumis à trois forces : 

son poids et te réaction du plan (qui se compensent)» la tension T du fil tpi incurve 
la trajectoire de M vers le cylindre. 


La ficelle restant tendue la partie libre IM est un 
segment de droite tangent en I au cylindre. 
Repérons ce point I par l'angle 8 (cf, figure) et 

=4- — ^ 

introduisons La base polaire (u r , ug). 

On a: OM = Ôt + IM. 
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m ggt aopiag 


D'où ; V (M) = V E + 

Or Y t s fl8Ü^ et ÏM ^ ^ => J^ÏM) * iu^+t- (-é«J. 

Finalement V(M) = (s0 + J)ü^ - fBÎïy 
Il reste à traduire que h longueur de la ficelle est invariable» soit : 
fp s J(i) + (jB(/) =*Q = î + né. 


Dès lors on obtient : V ( M ) = — J è u T (î) 

Celle vitesse reste» à chaque instant» perpendiculaire 
au brin IM de la ficelle. fl en résulte quels tension T 
quC tierce le fil sur la masse pu ne travaille pas. 
L'application du théorème de la puissance cinétique 
au point matériel M donne alors : 


— jÿ =* = 0 fie poids et la réaction du support 

se compensent) 

d'où E c s este et fv (M}| = V r „« 

En conclusion un a r 


V (M) = 


CH 



I, La loi du mouvement s'obtient immédiatement en comparant fi) et (2)* 
/è = V c el f + nfl « l D . 

D'ou en éliminant l( r) entre ces deux équations : 

(^«0)0=% £3) 


Équation différent telle en 9{f) qui s'intégre immédiatement (avec f = et 0 = 0 à 
r = 0)î 

= v 

L 2V 0 / Ly |„ 2V 0 

ou encore 0- - 2-9 4 -r = û =» [8 — J s — - — if (4 K 

a o \ a} a 1 a 


La solution physique est alors donnée par (la ficelle s'enroule sur le cylindre et 0 { t) 
•croît avec $ : 


»<() = - 

a 



0(r> = - 

a\ 


,. J vr 

1 ïï 

i J 

«i J 


(5) 


Le point M arrivera au contact du Cylindre (si le problème physique a un sens! Lorsque 
n0 ■ f ( , , koli à l'instant t, tel que {cf. (4) ou (5)) : 
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Commentaires 

| On aurai! pu essayer d'évaluer j l à partir d'arguments simples définissant des ordres tle grandeur. 
Une fois la ficelle roialement enroulée autour du cylindre, l'angle S' aura varié df i® - -- 
• V B 

D'autre pan la vitesse angulaire 9 vaut — sur un voisinage de i * O*. 

‘d 

On peut dmsc penser que le temps r L cherché va dépendre de? grandeurs f tth < v n définissant 
Afl / Lfv \ ln 

le prôbJerm: ctryijüue selon ; r. ™ — “ 77 — r = ”77-' 

^ vv,-'V aV ÿ 

On retrouve ainsi les variations pertinentes de r 3 avec ^ H *t et V, :i , 

j* 

1 reste à remarquer que I dirtmiuartl fl va augmenter et qu’en identifiant l t = on 

aboutirait à une surévaluation de t|. De façon plus précise, entre les instants I CI 1 + dt on 

aurait ! 

[de * fdiB >§ et df < 0) 


t d f'dr=— Jpf/df^ 

AV* Jo 


J 


■ La résolution précédente suppose que la ficelle demeure constamment tendue et que 
la situation physique envisagée reste réaliste. Il nous faut donc calculer la tension T{ r) 
de la ficelle. 



On a bien T > 0 pour Û < t < f , h et k ficelle reste effectivement tendue. Cependant 
r expression de T nous montre que T — » «= quand r — * î\ ce qui n’est pas cohérent 
{dans cette modélisation - point matériel M sans dimension.., - la ficelle casserait 
avant de s'être complètement enroulée,..). 

On a pour t = I > ^ « T = ÎÛT,... 
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(Q) Anneau coulissant sur un cercle 
Analyse de portraits de phase 


Une circonférence, ^ rayon 0t e $t située (Uns un plan vertical et tourne à vitesse 
angulaire Q constante autour de son diamètre vertical Sur cette circonférence, un 
petit anneau M, .assimilable à un point matériel de masse m H glisse sans aucun frot- 
tement. Sa position sur Le cercle est repérée par L'angle % que fait Le rayon CM. avec 
ta verticale descendante {cf. figure). 


Le référentiel terrestre est supposé pliléen, 
et l'accélération de la pesanteur est notée g , 

En posant <dJ = ^ et X = ^ L'équation 

a «A 

différentielle du mouvement de U masse m sur 
la circonférence peut se mettre sous la ferme ; 
ë(t> = Ïïn G c A. C£I^ e -1> (1) 

l'équation de conservation de l'énergie 
mécanique dans le référentiel lié à la çirçon - 
férence peut s'écrire : 

|0* + «o£u(Û) - K (constante) (2) 



avec u(fl) * 1 - cosB-^Xsin'e, 

uf§) représente au facteur mga pris L'énergie potentielle du système avec : 
m = 5 ■ 1Q-* kg ; g = 9,8 m s"* ; a = 0,39 m. 


n 

i. En analysant La courbe — = y(G) (fig, î) donnée pour une valeur particulière 

®io 

de K montrer qu'il y a dans ce cas trois types possibles de mouvement de L'anneau, 
À l'aide de la figure 1, représentant u(6) pour différentes valeurs de X, montrer que 
chaque type de mouvement correspond é un domaine précis de L'énergie mécanique : 
préciser les Limites de ces différents domaines. 


2. la figure l représente ^ en fonction de B avec to = «„*/l - X. 

Déterminer La valeur de X correspondant à l'ensemble de ces courbes. 

Pour quelles valeurs du coefficient K = -5- l'oscillation de l'anneau est-eUe à peu prés 
mge 


sinusoïdale ? 


3. La figure 4 représente — en fonction de 0 pour X = 1. L'oscillation de l'anneau 
est-elle approximativement sinusoïdale ? 
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■ Energie cinétique - énergie potentielle - conservation de l'énergie - oscillations. 
* Portrait de phase- 


fU*3j fa-ül doJn>T , eJï«fPe 


1- l e ptjrtriii de phase À = /(Û) permet d'étudier qualitativement un mou vement. 
Les courbes d’énergie potentielle permettent également, en utilisant la conservation de 
L'énergie mécanique, de prévoir des oscillations,,, 

2 . En choisisse nt des variables réduites, le portrait de phase d'une oscillation harmo- 
nique est un cercle,.. 


£) 
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3» Autour d'une position d'équilibre stable, Lob oscillations ne sont pas forcément sinu- 
soïdales. 


13. Sûlulïoh 


4 


Point cours 

Le portrait de phase représente 0 au facteur près en fonction de 0. 

Des oscillations se caractérisent par un changement de signe de & en fl^ et donc 
par des courbes fermées. 

Pour fl >0, 8 augmente jusqu'à 0 Œ „. alors 9=0 puis 0 < EL donc 0 diminue 
Jusqu'à “fl^ (s'il n'y a pas de frottement). 

Au contraire, si 0 garde un signe constant, 0 varie toujours dans le meme sens» il 
n'y donc pas d'oscillations. 


L On reconnaît trois types de mouvements sur La figure 1. 

(a) Courbes fermées, intérieures à La courbe en huit passant par l’origine. Il s'agit 
d oscillations autour de positions d'équilibre différentes de 0 = 0, 

(b) Courbes fermées, entourant l'origine. El s'agit d'oscillations autour de la position 
d'équilibre 0 - 0. 

(c) Courbe? non fermée?» 6 garde un signe constant : l'anneau fait le tour complet sur 
le cercle» A(r) croît indéfinïmeni, è(t) est périodique. 

Etudions les courbes d'énergie potentielle. Les mlnlma correspondent aux positions 
d'équilibre. 


Alors ^ - 0 = sm0- tainflcosA, L'anneau est donc en équilibre pour sinfl = 0 
d U 

soit 0 = 0 OU 11 et pour 0 = ±M f arac cos0 ( * ^ , ces dernières positions n'existant 
que » h > I. 

ci ^ H . !_ 

Le signe de -^p permet d'établir La stabilité des positions d'équilibre, 

AI U 

— — = CoS 0 - JlCOS 2 fl + rt ! fl * COS ft + i- ZJvCOS^fl 

do ! 

9 = jt cît une position d'équilibre toujours instable [ j = - 1 - X < 0. 

0 = 0 est une position d'équilibre stable &L f^-^1 s 1 - X > 0 donc pour X < J, 
\dfl-/§ J » 1 | 


0 E = Arccos^- est une position d’équilibre stable si J = r + X - = X - > 0 

donc pour X > U c'cst-à-dirc lorsque cette solution existe. 

Les courbes de la figure 2 ont donc été tracée? pour une valeur de A. > I qui permet 
d'observer des oscillations autour des positions d'équilibre A e et -fl t . 
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L'énergie potentielle a donc la forme suivante ; 



a 


Point cours 

= constante est représentée par une droite horizontale. Or E*, = E f[a + E^ et 
E dn > 0. Seuls les points tels que E m ~ ^ 0, c’est-à-dire Ë^ ^ Ë m , sont 

possibles pour le système. 


* Si O < ™ ~ <2, il y a oscillations autour de 0 = ü => courbes (bb 


'Si — — > 1, l'angle S peut prendre toutes les valeurs possibles, il y a mouvement 
révotuli f — * COurbes {c) f 


2. Les courbes de la figure 3 correspondent à une seule cuvette de potentiel autour de 
l’origine donc J, « l . Chaque courbe correspond à des conditions initiales, donc des 
valeurs de K, différentes. 

On Fait une mesure pour 6 * fl et è a 0 mjï sur une cou rbe donnée (* par exemple 

sur b Fig, 3) ; = K car «(0) =■ 8, puis une mesure pour 0 = 0 et 8 = 0 miI 

sur la même courbe, 

<4 j 1 - QO* 0^ - iXjifi J 0 J = K, 

0 

Pbur 8 = 0 sur la courbe ( 4 ), on lit ^L_ = 2 et pour 0^** s 0, on lit sur la 

(B|^l - X 

même courbe 9 nu „ = 2„3rad, 

K = U 1 ™ = Jx2*xoaJ[l -M 

on tire 

K = - cos 23 - ’îudn^iï j 

La figure 3 a donc clé (ratée pour ^ - 0,2, 


\x = m 
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I 


I point méthode 

La conservation de l'énergie s'écrit : ^0* + I - co&0 - ^Â,sin 2 0 | - K, 
ü: 

IVjurG petit, I - co&0 - — i sin0- 0, 

Alors -0 2 + ffl£y(l-k) = K. 

Si rom représente 0 en fonction de B h on obtient une ellipse. 

On a egalement ^ ■+ flJ = — (\< | e t W 2 - toJd-îJK 

û) z CO 1 

0 J2 K 

Si lün représente - en fonction de 0, on obtient alors un cercle de rayon — — 
O) ta 


3 


À 

On a choisi ici de représenter — (variable réduite) pour obtenir un tende lorsque les 
© 

oscillations sont sinusoïdales. On voit que l’on obtient des oscillations sinusoïdales 
pour des amplitudes 0,^ inférieures à environ 1 rad ce qui correspond à IC « 0,39 u^, 
Soit une énergie mécanique E ^ = K ma 2 ^ 0,39 * jfnn. 

Appücûtiûn numérique : 0,075 J. 


3* La figure 4 représente — en (onction de 0. 

©u 

Quelle que soit la valeur de K, les courbes ne sont manifestement pas des ellipses: 
P oscillation de l'anneau n'est jamais sinusoïdale. 

Ici la courbe qui représente w( 0} pour = I présente un « méplat » en 0 caractéris- 
tique d'une dérivée seconde ( = 0, Le développement limité de u autour de 

l.d0 J Jÿ = g 

0 = 0 nous donne alors : 

“t fl >=“MdiLH(^L fl2+o(ei > 


f 771 = 0 puisque 0 = 0 es! position d'équilibre 

\do Jÿ = a 

Ci?)... - ‘ 

u(0) n’est donc pas parabolisable et les oscillations ne sorti pas sinusoïdales. 
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^ Ralentissement d'une voiture 

Une automobile de masse m = 10 3 kg est Équipée d'un moteur d'urne puissance 
maximale P„ ■ 50 kW, Avec cette puissance, b voiture atteint b vitesse maximale 
V m — 144 km - h r 1 . En supposant que les forces de frottement que subit la voiture 
sont essentiellement dues 1 l'air, et dt la ferme / = -kv 2 (v étant b vitesse; et k 
une constante), calculer le terri pi t nécessaire pour pue, en roue libre (moteur 
débrayé), la voiture ralentisse de sa vitesse maximale jusqu'à la moitié de cette 
valeur. Quelle est b distance d parcourue pendant ce temps ? 

Quelle distance b voiture parcourrait-elle avant de s'arrêter ? Que pensez-vous de ce 
résultat ? 


m SoHXiùh 


lorsque le moteur est débrayé, la voiture esi soumise uniquement à 1a force de freinage 
due k l'air (poids et réaction du sol se compensent). D'après le théorème du centre 

d’înextiç : rrr — = -Jtr 2 . 
dr 

* V m 

Equation à variable .séparable que Ton intègre de O à T, v variant de \f m à — 


v, 

T 4v 


. m rr 
1 “ jtL V J 


soit 


k V 


Déterminons k en appliquant le théorème de b puissance cinétique. Lorsque b voiture 
mule à vitesse constante V m . la puissance du moteur sert à vaincre b force de frotte- 

, dE ^ lh _ J „ w 

ment soit i = O = P m + P{/(VJÏ 

d’où p„ - -iV(vj) . -Htvi.) v„ 


* = 3 " v - 

V* 

L'application numérique donne : t = 3i s, 

La Joi d'évolution de la vitesse se détermine de façon analogue. Pour un instant t 
quelconque : 

— ÎC.S - >-î(-K) 


V f t 

Enfin v = — — expression é ' 'où Feu déduii b disante parcourut : e= v(t)dr 

1 + î h 

x = J — ^dl soit x = fV^ln^l + 


€) 
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s 


Ltam: à l'instant t = f„ b voiture aura parcouru une distance ; 


d= tVJnl = -r-^biZ 

* lit 

Soit numériquement d ■ 887 m. 

D'après les calculs précédents, la vitesse décroît mais ne tend vers zéro que pour r ten- 
dant vers l'infini, et x(t — * w) +«, ce qui est manifestement irréaliste. 

Cela provient du * modèle * choisi pour représenter les forces de frottements 
(f - -fcv 2 ): la force de frottement lend trop rapidement vers zéro au* basses vitesses. 


Mouvement sur un axe dans 
un champ gravitationnel 

Une particule de masse tn est assujettie à se dépla- 
cer sans frottement sur un axe z'z, Elle est soumise _ 
à la réaction de t'axe et au champ gravitationnel de z * 

U masse M (fixe) placée au point A. On note o La 
distance de A à l'axe z'z * 

À l'instant initial f = 0, la particule se trouve en 
0 (projection de A sur L J axe) avec une vitesse : 

= \f 0 u z (V 0 > 0). 

1. Que peut-on dire du mouvement ultérieur de La particule I 

2. Dans le cas où le mouvement reste borné, déterminer ses caractéristiques lorsque 
la particule reste Localisée au voisinage du point 0. On notera T 0 la période d'un tel 
mouvement et on en donnera l'expression, 

H Solution 



f . Le mouvement s'effectuant sans frottements, appliquons le théorème de l'énergie 
cinétique. La seule force intervenant da ma théorènw correspond à (Interaction gra- 
vitationnelle entre (es musses M et m. 


Cette Interaction est associée a une énergie potentielle 
£p donnée par l'expression r 

P ^ ‘flM m 
b n s r 

On a donc “Wv 2 - = este = K. 

2 r 
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Lu constante est déterminée par les conditions initiales : 


4 * * ^ î 2 1 

a t ■ O, V ■ V fl S OU -rav J — = - 

Ce qtu$ écrit encore v* - ^ [ i -- 


<SMm 


ai 


Celte quantité reste positive dès que *4 ^ H apparaît ainsi une valeur critique 

v c de la vitesse définie selon î 

j rêu 

< = —■ 

ftiur i'p - v f La constante K a une vaJeor nuiliCiiee qui donne dans ce cas v 1 - ^ 
et la particule va I l'infini où sa vitesse s h annu1e. 

L’équation (l) devient ; 


V 2 = {vj-vj) + vj5 


m 


Deux cas sont alors, envisageables : 

• v 0 3* y c ; d’où v 2 ^ 0 pour tout r. La particule va à l'Infini sa vitesse diminuant de La 
valeur % â ta valeur Jvl ~ v 2 . 

* % < v f ! I* relation {2} fait apparaître une valeur limite r, de r où la vitesse s'annule : 
r, est défini par 0 ; 


c f\ 


-er 


,F J B 


Dans un premier temps, La particule se déplace du 
point O (vitesse v.) au point B de cote ^ trile que 

*6 = M-** <v B = O). En ce point, la projec- 

— i ^ ^ 

tien F' sur l'aw O z de la force P n'est pas nulle. 

Le point B piç correspond pas à une position d’équi- 
libre et la particule va rebrousser chemin^ 

Elle repassera aux mêmes points avec, d'après (2), une vitesse de même module mais 
de sens opposé. Elle décrira finalement un mouvement périodique entre les points 
extrêmes EK^) et B'(— 

2. \x mouvement devant rester borné, çfila exige v p < Y ft 
li s'effectuera dans un voisinage du point O d'autant q 

Vr. 

plus réduit que le paramétre q = — est petit devant 


M 


l’unité. En effet, on a i a < r < r, = — — ■ 
l — T| 2 

] .équation (2) se réécrit en fonction de z selon { r 



■ i)î 


“) 
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Et pour |z| û on a - 


'~ù + ^ 


(5) devient* à l'ordre considéré ; i* +■ “f 1 # este (4) 

Cette dernière relation ('identifie à l'équation énergétique d'un oscillateur harmoni- 

V 

que libre non amorti de pulsation propre Cù^ “ 


Jïa 


Soit une période T 0 = — = 


2it 


Kjl 


Remarque 

La solution approchée à (4}«st 4 i) - — slntu^t puisque i(C) - ù et i(0) - v c . On 

v 0 

est bien dans Le cadre des petits mouvements pour — « u, soit encore : 

— « 1 =ÿ v n ^ v, (ta « 1 comme il se doit), 

A 

J2 


Particule dans une cuvette 

Une particule M de masse m peut se déplacer 
sans frottements Sut un cercle vertical de cen- 
tre G et de rayon a. Elle est reliée au point À 
le plus haut du cercle par un ressort sans 
masse, de raideur Jt et de longueur à vide 

On note 6 l'angle (0x, QM) et on prendra 

-IC < 0 < JE. 

1. Justiffer que la position G = 0 est une posi- 
tion d'équilibre. Étudier simplement sa stabilité, 

t. a. Déterminer, par application du théorème de L'énergie cinétique, l'intégrale pre~ 
migre du mouvement : 

+ j^Jt^ocos ^ -4J -jngooosij = cte 

b. Dénombrer Les positions d'équilibre possibles pour la masse m. Tracer les courbes 



donnant jG^J (pour G^Û) en fonction de pour des valeurs de La grandeur ^ 
égales a 0,5 puis CLS, 
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3. a. Étudier La stabilité des positions d'équilibre 0 # *O lorsqu'elles existent. On 
vérifiera que l'on s : 


d0 a k** 



b* On fiit i = 0,4. 

Za 

oc) Représenter La fonction O -► E p (0) pour des valeurs de ^ égales à 0,2 ; 0,6 
puis !■ Commenter 


(S) On prend ^ - 0,2, Déterminer La pulsation O des petites «dilations par rapport 
aux positions d'équilibre stables. Donner La valeur de O en fonction de to 0 ^ /?■ 


ü SoÎMÜoh 


1 * Le point b (0 “ G) constitue une position 

d'ïquüitrrc pour laquelle la réaction normale R du 
support s’ajuste pour équilibrer L'action du poids 
-r -j -î — > 

F = mg u M et du ressort F s -i(AB 

■+ _|j, i 

On aura O - lî.*r r + mg u x - k (AM - u^. 

I Vï ur él udiçr lu stabilité de cc! équilibre, envisa- 
geons un petit déplacement par rapport 6 celte 
posilkm et appliquons au point matériel le 
théorème du moment cinétique au point O (on 
élimine ainsi la réaction R qui passe par O). 

= ÔMa(F +mg) (I> 

ou àr(Oj = .f#id z -é« f 



On a OM a mg = -mjtflsinG^ 

— * "* . § -r 

et OM a F ■ iîF SM 2 u t 

où F = t(AM - Iq) <3= > 0 pour AM > U . 

L'équation (1) s’écrit alors : 

,0 

«rfl-i = -iRgillîûâ + Jra( AM - ^)an-- 

Il suffit alors de se limiter aux petites valeurs de 0 (0^ = 0). 
Ainsi au premier ordre en 0, le second membre s'écrit ; 

- rn^nG- frflHft- AM (0 = O)]^- 
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On a donc, à oct ordre avec AM (G ^ O ) ■= 2a : 
ptm J B # -mgaQ 

5 = ^[ m *-‘("-ï)] 0 - 

La position d'équilibre G ■ 0 est stable si l'équation précédente s'identifie à celle d'un 
oscillateur harmonique, Ce qui est le cas pour ? 

mf 

Conclusion 

* Pour l a > Iq> 0 = 0 est toujours une position d'équilibre stable, le poids et la 
force du ressort agissent dans le meme sens (forces de rappel). 

* Pour f 0 < la, le poids (force de rappel} et 1a force du ressort agissent en sens inverse. 
Deux ch peuvent alors se présenter : 

£E£ > i » il 0 = 0 stable 
ka 2a 

0=0 instable, 

ka 2a 

2. a. Le mouvement de M s'effectuant sans 
frottements, il y a conservation de TéneigLe 
mécanique E m = E c + E^. 

L’énergie cinétique du point M $e déplaçant su# 

Tare de cercle de centre O s'écrît simplement : 

(puisque v ■ aètf 9 ), 

L’énergie potentielle a deux origines, l'une liée à la pesanteur, l’autre au ressort, d'où : 
E p = E p (pcsan(cur)+Ep( ressort) 

E p ( pesanteur) = -ffl£3f (origine en O) 

E^(reswrt) = ^[AM-Jq] j . 

0 0 

Or AM - 2AH ■ 20Acos ^ = 2a cos ^ t-n-cflcn). 

i r ô 

Finalement: E^O) = -mgacosO + -tllacos- - / & J . 

La conservation de l'énergie se traduit alors par l'équation : 

m 
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2, b» Les. positions d'équihbrc correspondent ici aux cxlrcmurrts de l'énergie polcn- 

d£„ 

belle E (G), Les vgkurs de 9 cherchées vérifient donc = 0, 
h dB 

Soit: rrtgusinO - Jfcf îacosjj - JÜasin j s O. 

Soft encore: 2^san^cos^-^2tfoos^- - fî 

éFoü: sin5^-2^d - ^Jcos^J - 0. 

U solution 9j = O est toujours poiiLion d'équilibre (stable ou instable). Il existe deux 

autres positions d'équilibre 8^ et -0j si l'équation ^ = zf«i — ^^Jcosy admet des 

solutions [avec 0^ {ft, «) et donc y e |ü H yjij* 

U faut donc que Ton ait -^ < l - 2S soit < i , A- 
2a ka ta 2a 

Pbur que cette condition soit réalisée, il est donc nécessaire que l’on ail I a < 2a. 
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3. a. La stabilité de la portion d’écjui libre 0 = 0» déjà été étudiée (cf. 1,). Pla^ons- 
fwiüabrsda(u]ecaioCi^< Ê-“ et considérons la position d'équilibre 0 = 0 2 - 
V étude de la stabilité peut se faire en développant la fonction E p (OÏ au voisinage de 
0 = 0 2 . On a ainsi : 

M e > = Bptejï+te-ej^^+ite-fijJ^^oKe-Vj. 

dE_\ 4S 

-g^- j ( = 0 puisque 0 ; est une position d'équilibre. Il nous faut alors calculer la déri- 
vée seconde de cette énergie potentielle. 

Ûr -J - mguiinO- tn^tos^ -J^sin^ 

dE p 
d0 

d*E 

dO 2 

d 2 i ft \ e, 


0 

: (m^d -Ed 2 )filn0 + td/gsin- 


d 2 E ft \ 0i 2a 

Déterminons enfin l'eroRsaon de K * — El avec c*M— ■ = — ■ 
dfl 3 ,k 2 Z | 

= loi [ 1 “^]{ _tose!+ “ iI 2 ; 


IC s 

K = ka 2 \ 


| n 2 _ . 
2 


K est défini positif et les posii ions d'équilibre ±0 ; sont bien stables lorsqu’elles existent. 
Conclusion 



3* b, e0 Représentons la fonction 0 “+ E p (0), soit encore (cf, 2*3») : 
E p (0) 
frfl 2 


m > 


-^cos0+ 2[cos^ - ^2.] 
ka L 2 2û J 
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* Pour ri = 0,2 oo a bien ^ < 1 - r- et Le graphe confirme que 0 = 0 est une 
w 2à 

position d'équilibre instable (maximum local de F |n > alors que les valeurs ±S 2 de 0 
correspondant aux minimums de E p sont stables. 


* Pour q = 0,6 on a ^ ; 

fcrt 


1 — — elles valeurs 0, et 0. 

2a * 1 


: 0 Se confondent. 0 = 0 


est stable, mais la cuves le de potentiel n ’csr pas hammniqué au voisinage de 0 = 0. 


* Pour t| - 1 ti vient ^ > 1 - k et le graphe nous montre qu’il n’existe qu'une 
seule posil ion d’équilibre B = O, et qu 'elle est stable. 


3. k Ê) Rnir ^ = 0,4 et ^ 
2m ko 



= 0,2 les positions d'équilibre stable sont i0 ; avec : 

k 

2a _ ÇM _ I _ 2K 

| mj; 0,8 2 ^ 1 “ 3 

tu 


D'autre part, K = Jtu 3 ^Cft2“ l>cos y + WctM^j = fcfl 2 lü>4 + D>2] - 0,6Jta 2 , 
L’énergie potentielle développée au second ordre en 0 - B t donne - 
E r = E p (9 z ) + |k(0 - Bï) 2 + o[(0 - 0,)*]. 
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Et la conservai ion -de l'énergie s h écrir à cct ordre : 

^Htd I é i + ^K{fl — Oj =■ coûtante. 

Soit encore [(fl - fl,J] î + -^(0 - fl >) 2 = constante. 

ma i 


Il s 1 agit là de réquation énergétique d'un oscillateur harmonique de pulsation O telle 
- 2 K 

que : fi 3 = — - ■ 


û = 0,77wJ 


Chapitre 


- Mécanique i (<33 


Exercice 110 



Copyrights material 






Électrocinétique 1 

A - Régime continu 
B * Régime transitoire 


al: 


A, Régime continu 


@ Intensité dans une branche 

Or considère Le montage représenté ci-dessous. 



1. Les deux générateurs étant parfaits, déterminer le courant r\ traversant le résister R, : 
a* par une méthode directe ; 

h, en calculant les courants imposés dans R L par chaque générateur supposé seul 
générateur présent dans le circuit : 

- générateur E seul : alors I = O {ce qui correspond à un circuit ouvert) ; 

- générateur I seul : alors E - O (ce qui correspond à un COurt-ci rcuit), 

Z- Ûue devient le courant i t si on tient compte du caractère non parfait du générateur 
de tension E (on ajoute une résistance r en série avec lui) ? 


11. Ce gÿU.*il faut savoir 


♦ Circuits linéaires en régime continu. 

* Théorème de superposition. 

11, de ffrul tfoJnpreJirJt'e 

1+ a+On remarquera que les courants traversant R, et Rj sont parfairement définis à 
partir des résistances ^ et R ; et des générateurs E et L Ils ne dépendent pas de R 3 et R^. 

h* Le circuit linéaire comportant deux générateurs parfaits (Tun de tension E, l'autre 
de courant 1), l'application du théorème de superposition permet, dans chaque Cas, 
d'aboutir à un circuit plus simple- 
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2. On pourra partiellement se ramener au L. en notant u la tension aux bornes du 

générateur de tension imparfait. 

Dans les deux cas, ladérermLnatkm du générateur équivalent aux bornes de R, ne 
parait pas tràs judicieuse, car elle fait disparaitre les éléments de symétrie existant entre 
les quatre résistances. , . 


13* Solution 


1. a. On peut tout d'abord remarquer que les courants i, et i 2 
traversant R, et Kj ne dépendent que de Eet I et pas de R, et 
On a en effet : 

ïj = f ■ + I (loi dcS nccuds en Ç) 
et B = kji E -s-ftjij . 

D'où en éliminant i 2 entre ces deux équations ; 

E ^ R 1 i , +Rj(j, + 1), 


Donc ; 


e-r 2 i 

" I7+T 



Commentaires 


| * Quand E = R, [, ioui le courant I passe dans Rj et on a bien :ij = C. 

* Lorsque la branche BC est ouverte f Rj — ► •*), il viem comme il se dûtl : i t = ~h 

* lqfiir f si la branche AC est coupée [il, -* ■»), ij >0ït que redonne La formule ( 1). 


J 


1. b* Tous les éléments du circuit sont linéaires. Le courant dans une brandie est donc 
une expression linéaire des forces électromot rites et des cou rants des générateurs a uto- 
nomes. On a donc ici : 

ij = CtE + (ÎI 

avec a = et p = i) 

E h = (j I /£ m p 

ce que l’on peut encore noter : 

h = 

oCl l\ * *1)1.0 rti r » f|) E -o’ 
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Exercice îoi 


f 



I i éteint * E « éteint » 


Calcul <i* i\ ; I étant « éleinL », le même courant f \ parcourt les. résistances It, et R, h 
d h rtù : 


1 S (R, + Rj)i; et 


£ 

r 1 + k; 


Calcul de ipËP éteint * correspond à un court-circuit. Les résistances K, et Rj en 
parallèle sont parcourues par le courant total I. 
il en est de même des résistances R, et R { : 
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2, Le schéma du circuit devient (le générateur de tension n’est plus parfait et il faut 
tenir compte de sa résistance interne r) : 



Notons u la tension aux bornes du générateur. Le calcul de i, en fonction de w et l nous 
ramène à la question 1. d’où : 

M-K 2 i 

Pour déterminer u T il faut connaître le courant i r traversant r. 

Or t r “ ij + i,| , 

Il faut donc calculer i 4 . Mais la configuration R 4 - R , est identique à celle R L - R> au 
changement prés ï -4 -I, d’où : 

u + Itj 3 


l * ~ R* + K, 


U — Rj; l Ei +RjI 

"** ** S R, + Rj + R.+ Bh, 

Et pour la branche HA contenant E : 


fü-ILÏ u4R.il 

u e= E-i r - E - rj - — 4- + 4- k 

[ R ! + r î R ï +f M 

Soit encore : 

"[' + *vni;}] “ k * '{rT^ ' «7^} 

Et en reportant dans (2} la valeur de u , tirée de l’expression (3} : 


I (3) 



E + rl 

} Rj 1 

1 

1 R, 4 Rj R, 4 R,, 

R t 4 Rj 

1 + rj 

| | 


R| 4 Rj Rj+R 4 


(4) 
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s 


Association en parallèle 


Déterminer L'intensité du courant passant dans, la résistance R*. 



Kl. de çfU j Jl faut savoir 

■ Représentation dt Noi'lDfi d\iii jj^fralcur. 

- Pont diviseur de courant, 

mi, Ce tifM’j] faut compreMre 

Les branchement étant parallèles, on cherchera a substituer aux générateurs de ten- 
sion des générateurs de courant- 

Il sera âSl ueieujt de mettre le montage sous La forme d’un diviseur de courant. 


■*5* Sojutiûji 


Transformons le circuit en remplaçant les dipûles [E,, RJ et (Ej, RJ par les généra- 
teurs de Norton équivalents. 

Nous avons : 
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Tous les branchements obtenus étant parallèles* on peut regrouper les générateurs de 
courant ; le circuit devient : 


îg |Q H L 


MM ^ 


où LJ = i* + lo + U 


Les conductances G, s J-, G 2 - =|-* G 3 = J- cil parallèle s'ajoutent* d’où 
K| K 2 R j 

G = ^ = <3, + G s + G ; et v 

Notons t et k les courants dans R 4 et R, nous 
avons : 

Rk 


JF 


p frv 

Vù = î + 


,-{ l + ^ = r 0 

, G, f , G, 


G 4 + G p G^+Gj + G^ + G,, 
Or - I 0 + G|E L + GjE 2 . Finalement : 


G- 


_ G 4 • ([ q + G] E| + G 2 E 2 ) _ 

Gi+Çj + Gj + G 4 


. a 

C-*î *8 

l ~ r 

r, 

f iç + Bp 5 ; 


♦ POINT MÉTHODE 

Font diviseur de courant 

Dans le dernier circuit représenté, on reconnaît un diviseur de courant, 

4 Diviseur de courant : considérons de tu. résistances R L et Ri en parallèle sur un 
générateur de Courant 


’i 

! 

hÂ 

"rt i ” ‘i 

■ ï i — 

,tf_h R, 


Rjj 

, f g a 

G, 

ly 


L 

'«‘•<X l+ 0;]=* 

' l G,+G : fl 


! 

T 




et le courant 1^ sc «Sistribue dans les résistances en proport ion de leurs conductances G f . 
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îqî e^pjaxa 


Ainsi pour des résistances ftj, ... R N en parallèle sur 1^ on aurait : 
G_ 

*P = N 

I e - 


-i.' 


Le courant le plus important passera par lia résistance la pius faible (c'est'à-dine celle 
de conductance la plus élevée}, ce qui est bien naturel. 


^ Circuit actif réductible à une résistance 


On considère le circuit représenté ri-dessous. On prendra : 


R = 5 0, E, = Z V et Éj = 8 V. 

I. Déterminer le générateur de Théve- 
nin équivalent entre les bornes A et B, 

Z. a. En déduire La valeur de E pour 
Laquelle Le circuit est équivalent 
{entre A et B) â une résistance pure 
R^, dont on précisera La valeur. 



b. Retrouver ce résultat en faisant Line analyse directe de la condition (V A - V p ) (]j = 0 : 
(a» pour circuit ouvert} : condition nécessaire pour que Le dipôle soit réductible à une 
résistance (on admettra que cette condition est suffisante). 


Jl. Ce f -&Ml\ savoir 

» Association de résistances. 

* Diviseur de tension. 


Ml , £e fa-qt dQMjaren^re 

1. Le plus rapide est de modifier le circuit de proche en proche, en utilisant les régies 
dissociation de résistances et de Eé,m, et en tirant profit des modèles de Thé venin et 
de Norton appliqués à des sous-systèmes plus simples. 

Z* Le dipôle AH étant remplacé par son générateur de Thévenin équivalent {E^* R^) 
déterminé précédemment, il suffira d'annuler {E^ s'exprimera, nécessairement 
sous une forme linéaire de E,, E z , E et plus précisément de E et E z - E,). 

Une autre méthode consisterait à traduire directement que doit s'annuler ou ce qui 
revient au même que t‘on doit avoir ( V* - V a ) w - 0 fcc pour circuit ouvert ). 


f 
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■> Solution 

1* les générateurs (£, , ft] er[E JP R] sont en «rie ; ils sont donc réductibles a u géné- 
rateur [Ej-Ep, 2RJ : 



£, 


Ajoutons la résistance 2R en parallèle entre A, et B v Nous obtenons en représentation 
de Norton : 



avec Rq * (2R//2R). 
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Exercice m 


* 


Le circuit initiai devient, en utilisant les résultats précédents : 



E 


On refait alors - comme plus haul - Ea double transformation ; représentation de Nor- 
ton, regroupement des résistances, et retour 1 la représentation de Thévenin î 



E; = ^(Ej- E, -2E), 

Finalement, le circuit proposé est équivalent entre les bornes A et B à un générateur 
(dit de Thévenin} caractérisé par : 

- une résistance interne * lï^ c R 4 = 5 Al 


- une f.é.nL = E* e ^(E^-Ej -IE) 4 = |(3-E). 



2i a. le circuit se réduit à une résistance pure pour E s Û, soit : E ■ 3 V, 
tl est alors équivalent il une résistance pure égale à R t41 = S £ï r 


2. b, SI on suppose nulle ta tension 
(V* - V B ) aux bornes du circuit pro- 
posé, alors aucun courant ne passe dans 
la résistance 2R en parallèle enf rc A et B, 
b tension à ses bornes étant nulle. 

D'où : 

( V A" V CÏ„- V 5“ V C- E- 
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Or (diviseur de tension puisque i = D ) : 

1D | 

Cv ‘- v c>« * 257 ïr ( e >- e 1 ) “ 2 <e *- e '> 

ou (Va- v c)„ = i(E,-E,) = E=>£ = JV. 


^ Résistances équivalentes 

1. Déterminer ta résistance équivalente des di pôles A- B représentés ci -dessous. 
Chaque branche possède la même résistance r 

a. b. 






octaèdre réguLier motif infini 

Comment obtenir - pour b. - le même résultat avec un nombre fini N de cellules,. la 
dernière cellule étant branchée sur une résistance R" à déterminer 7 




2 , \- n carrés n 



Le motif carré est répété n fois en ligne 
et fi fois en colonne. Les côtés A et A' 
sont infiniment conducteurs. On notera 
k la résistance par unité de longueur du 
fil utilisé pour réaliser ces maillages. 
Déterminer la résistance équivalente 
entre A et B. 
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Exercice ta* m 


m, Ce fauj savoir 


► Élcmcnls de symétrie, 

' Associations $irie et parallèle de résistances. 


B?. Ce ^u’i] fa^ doMprehefrg 

il ries! guère i ni tressant de chercher à déterminer les «jurants t reversant chacune des 
branches pour un courant d'entrée ï donné. I] est plus rapide de tenir compte des 
symétries {ffla anl (symétries) caractéTisanl éventuellement le système (cas a.) afin de 
substituer à ce dernier un système plus simple. Le calcul de la résistance équivalente 
s'effectue ensuite par application des réglés d'association des résistances, 
il est également possible de supprimer judicieusement certains contacts existants, et de 
prouver, pour le système ainsi obtenir, que les potentiels de chaque couple de points ainsi 
créé sont les mêmes, ce qui démontre l'équivalence entre les deux, systèmes (cas 2.). 

Enfin, pour les systèmes inHnïs (us b.), on peut procéder de deux façons différentes : 
soit en considérant un système fini fde résistance notée R^.}, et en construisant à par- 
tir de ce système un système similaire mais comportant une maille de plus (soit R H+ , 
sa résistance). On cherche alors à établir une relation de récurrence liant * , et R fl . 
La résistance cherchée apparait comme la limite de R n quand n tend sers l'infini. Ainsi 
si R„ + , ■ /( R„), l est solution de R = /(R) t 

- soit en ajoutant un maillon au système infini considéré : on obrlenr un système Infini 
de même nature .. .. . 


H3. Solution 


à 


Point cours 

* À propos de la symétrie et de Pantisymétrie : 

- Un axe A sera dît axe de symétrie si U topologie du système est Invariante par la 
symétrie d'axe A et si celte symétrie ne modifie pas le signe des courants d'entrée 
et desortie. 

Les courants sont alors à répartition symétrique par rapport à A, 

Un axe A' sera dit axe d'antisymétrie si la topologie du système est invariante par 
la symétrie d'axe A et si cette symétrie change le signe des courants d'entrée et de 
sort ie. 

La répartition des courants est alors an Asymétrique» 

Pour les potentiels» on peut remarquer que les potentiels aux nœuds symétriques 
sont opposés (pour des potentiels en A et B qui le seraient). Il en résulte que les 
potentiel* des noeuds appartenant à A J sont nuis et de façon plus générale égaux. 


$ 
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1. a. Le plan EFG H est un plan d'anlisymétrie pour la dis- 
tribution, de courant 
On à donc: i(A — » G) = T(G -ï B), 

V* + v ft 

D'oi. V c »-i r -S = V r = V E =V H . 

Les branches EF h HE, HG et FG ne sont parcourues par 
aucun courant. Il reste donc quatre résistances R # = 2r en 
puBüe, d’où : 


!♦ b. 



H 



• Point méthode 

• On a cette fois-ci un motif théoriquement infini. Le plus simple consiste à remar- 
quer que Ton ne change pas La valeur de ta résistance équivalente en ajoutant - en 
amont - un maillon supplémentaire. 

■ On pourrait également établir une relation de récurrence sur la suite R„ des résis- 
tances équivalentes associées à des chaînes de n maillons. La résistance cherchée R 
est la limite de R „ quand tt — » +™ + 


Envisageons la première méthode : 
On a: 


V 

y» 

De même : 


\ a* A 


A A 





B' B 





On a donc : 


D*OÙ 




R 


R=r//(Jr + R>=» R = (1) 
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La résis lance cherchée est donc solution de liquation : 

R 2 + 3rR - 2r 2 + rR => R 2 + 2rR - Zr 1 
Soit encore : î R + r) a = 3H el R = -r + i/3r (R > 0), 
Finalement, nous obtenons 

| R « {«/3 - l)r J 


Commentaires 

j - ïjdcüxïëmcmithnde consiste a rdscrR^à R n + 1 , 



Oa i donc : 

IVOLL 




(rftQr+Ktt* 


Kîi'+RJ 

3r+R„ 


- /iR*). 


La ritiKtAO équivalente ft d'un système Infini est alors donnée par la «Julion de 
P équation t 

R = /CR}. 


Soit Ici i R(3r+ l)i ■ r(2r+ R) => R ï + 2rl- lr 1 - u => £ R +■ f) î = îr* 
i'i R * nf-Zî - ï). 


J 


Considérons maintenant une série de N cellules branchée sur une résistance R' h soit : 



N cellules 


Il suffit donc de prendre R' = R pour que la résistance équivalente vue entre les 
points À et B soit également R, En effet, on peut alors remplacer R' par b chaîne infi- 
nie étudiée précédemment. 
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D’une autre manière, on a : 



On a donc R* - /(R*). Or R est solution de : K » /(R) (cf, ( 1 )). 
Le choix R J - K implique donc R" = R et de proche en proche : 
R En ) AB = R comme il se doit. 


1» Les droites À et A' étant infiniment conductrices» elles constituent des lignes équipo* 
tentieiles non résistives. Décomposons le système comme l’indique la figure ci-dessous. 


On a supprimé les contacts (P 0 , P',) {P* n Pj), etc. 
Soit V 0 h d.d.p. créée entre les points U et 
A. On a alors : 

VtQJ = ~ a ; V(PÎ) = ^ = V(P7). 


De mètre V(Q 2 J - 

« VtPj) » ver,) = 

Enfin, on a également V(P g ) = — - 


tn 


J O' 


— ... -v?-r 

j r 


le brin OP 4 représentant ia fraction — de la longueur totate 00 '- 


II en résulte que ; V(P e ) s V(FJ) V(P^) - V(P') ^ ... 

On a de même: V<S 0 > = V{SJ) = V(S') = V(SJ). 

Lé système considéré est alors équivalent à celui proposé dans l énoncé (on peut relier 

les points au même potentiel p 0 et P, , Sq et 5, , .<< t P" et Pj 

On a donc en parallèle p rangées de n losanges et deux lignes droites 00' el II'. 

Or 


30-00 

avec R' = (ïr tï 2r) » r =? R (t rangée) = Fîf 
et rangées en //} ~~ où r=aX. 

Déplus OP 0 = 1P C ^ et r(OP 0 ) = 

D’où R(OÛ') - 2n-^ = mvy 

4 

Finalement 
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Exercice ïm m 


2 


1 


Dou 


* R(OO') + Hp ranges !!) 

i a ^*i aR , *£_. 

K, t trr « r Eq Jl + p 


Soit 4v« r c Xâ: 



?Jp< Générateurs ou récepteurs 

Le circuit représenté ci-contre comprend 
deux -accumulateurs- A, et A z de fonces élec- 
tromotrïces E 1 et l z et de résistances internes 
r t et r v tes accumulateurs sont branchés en 
parallèle sur le résister R dont on peut faire 
varier la résistance. 

On cherche à déterminer,, selon les domaines 
devaleurs deR, le type de fonction ne ment de t L >0 et E z >0 

chacune des sources [générateur ou récep- 
teur). 

1. Justifier que l'on peut se limiter au cas E z 3= E t . 

2. a. On suppose E f > E t . 

Que se passe-t-il pour R ->0, puis pour R -> “7 Mettre en évidence t'trdstenca 
d'une valeur critique R f de R, Donner L'expression de R e . 

b. Que se passe-t-il pour Ej - E, ? 

c. Conclure. 

3. Reprendre L'étude d'une façon plus générale. 

■ Solution 



1- La pcrmuiarion dé* indicés « I * et « 2 * ne 
thange pas le problème physique. On aura donc 
intérêt A choisir des notations respectant celte 
■ symétrie » ( courants r, el i 3 ). 




I 



Du fait même de cette « symétrie ». on peut imposer dés le départ Ej ^ E, . 


ac; 
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Le cas E, > Ej s’en déduit inumédiateMiil en permutant les indices * 1 » et * 2 *. 
Remarquons de plus que l'accumulateur A ; se comportera effectivement comme un 
générateur si t 3 (tel qu'il est noté sur la figure d -dessus} «t positif. On sera donc amené 
à calculer les courants i, et i, et à discuter leur signe. 

On peut également déterminer la tension u aux bornes de R, le signe de r 3 et de a h en 
déduisant par simple comparaison de n à E, et Bj î 



2. i, » Quand R tend vers une valeur nulle (court-circuit pour R ■ 0 ) tout Se passe 
-à la limite -comme si les deux mailles étaient découplées ( u =■ 0 et a = i| + ij)î 



E, E, 

Il vient alors i, - — et j_> = — h A, et fonctionnent en générateurs, 

» Pour R -* » (branche R ouverte à la limite), les deux accumulateurs tendent vers 
une situation pii ils sorti en $irie et en uppujiliun : 



C'est celui qui possède la fé r m- la plus grande qui aura un fonctionnement en généra- 
teur, te deuxième louant le rôle de récepteur, d'où : 

I E> >£,=>A 1 a générateur et A L = récepteur 

R — » oo 

|Ej = Ej =5 aucun courant ne traverse A, et A a (i ( » — ■ 0), 

■ Résistance critique K,. : 

L'examen des cas particuliers R -* 0 et K — * +w a mîsen évidence deux éLats limites 
du système: 
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Exercice sus » 


Or les courants son< des fonctions continues de R. Il existe donc [pour E 2 > E È } une 
valeur critique R f de R telle que le système est dam une configuration du type (1) 
pour R < et du type (Tl) pour R > R c . 


La valeur de s'obtient en remarquant que 
pour R ■ Rgs ] 'accumulateur A f n'est traversé 
par aucun courant (E a > E 6 )> ce qui corres- 
pond au passée de A, de l'état générateur à 
l’état récepteur. On a alors ; 


.fi 


= Et CL U - Ej 


K 

R l + 


(diviseur de tension). 



D'où r E, « E* 


EL 


soit 

On .a donc t 



pour E> > !| 


A| générateur A, récepteur 

i -Ht — — ► E, > E, 

0 Aj générateur R c À 2 générateur R 

2. bu Pour Ej ■ E, » les deux accumulateurs fonctionnent en générateur (faire 
R c -> +■*> sur le diagramme précédent), quelle que soit La valeur 4e It, avec ; 

[ It > 0 et îj > 0 pour r, r, 

jf, ■ n o pour r, = r t ( cf. symétrie du dmüth 
2 . C, Conclusion : 

E a 

En posant R £ = r 2 - — ► cm obtient: 

tj " t| 



R>EL 

A| récepteur 

< 0 


Aj générateur 

h> ô 



A | * neutre s 

r, = 0 

Ei > E, 

R = R 




A 2 générateur 

r 2 > 0 


R. < Rç 

À 3 générateur 

f, >© 



Aj générateur 

il > 0 

E, ! 

Pour E, > Eji, on permute les indices «( 1 * et * 2 it et Redevient R' = r^-- ■ 

«n “ E i 

F, - Fn 


A, et A 2 

ij > 0, i 2 > © pour r, £ r 2 

1- 1 r-ï 

générateurs 

i | = Ij = Q pour r, = r 2 
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3* Déterminons dans un premier temps la tension u aux bornes de r. À cet effet, les 
branchements étant plutôt du type parallèle, il semble judicieux de remplacer les accu- 
mulateurs Â| [E |r r a ] etA^(E| t rJ pat leurs représentations de Norton : 



^ , E, - Eî 

On a [(J - - et t 0 = - 

* f ! 1 r l 

Soit encore, en associant les deux générateurs de courant et en remplaçant les conduc- 
tances = —, = y et G = i en parallèle parleur conductance équivalente 


" R, : 

^ = fi+fi + G* soit: 

R„ r, r, It 


E, E, 

SiZ,+gih- 




Nous obtenons alors G eq u = 1 Q ; d’où h = — = ^ 1 Q et : 


ï|E,+ïiE z 

H n — -, 

Si +fi+G 

■ Eour déterminer le type de fonctionnement de L'accumulateur A lh il suffit alors de 
comparer u à E,, 

Or —B, - g|Il+fc l»-E, - 


fi +& i + g 


gt+gi* G 


Le courant i , est donné par i, = — (E P - n) m fi(E, - n), 

h 

A, fonctionnera en récepteur dès que i| est négatif, c’est-à-dire pour u > E, ,«ût pour 
E. < E ? — (1) soit encore i 

1 2 8 ï + G 

Et -E. 


{ J ] > En j Ej - E 

e (^ + i) < 7 ;^r E i< — 


Oi? pitre 3 - 


ÉtertrtKinétiqpe t ($3 


terial 
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Exercice se* » 


* Limitons pour l'instant l'étude au. cas où £| > l È ; il vient alors (Ej - E f > 0) : 

E, 

- pour R > f 2 - — — : A, récepteur et A , nécessairement générateur 

Ej - 1, 

(Au moins Fun des accumulateurs. fonctionne en générateur quand les courants sont 
non nuis t il faut fournir l'énergie dissipée par effet Joule dans les nésistors.) 

E, , 

- pour R < r 2 — ; A, générateur. Et il en est de même de Ai, À 2 fonctionnant en 

%-fc, 

générateur dés que E 2 > E t ■ (on a permuté les indices * 1 a et a 2 » dans (1 } P où 
fj + ^ 

l'«l a changé le sens de l 'inégalité (récepteur — » générateur)!. Cette relation est auto- 
manquement vérifiée pour E s > l t i 


- pour R = r j g g- : R ne passe aucun courant dans A, (t| = 0) et A 3 fonctionne en 

générateur (e, > E. > E, \ 

\ ' g| + W 


D'où les résultats avec R ■ r 


I, 

ri 


A[ générateur A| récepteur 

0 A 2 générateur ft e A 2 générateur 


(Ej>Ë.) 

R 


» Four E, = E, , on a E. > 1, — — — et Ë, > E, — — — . ce qui montre que A. et 
11 ' a &+C J J f» + G 4 1 1 

A j se comportent en générateurs. Dans ce cas» la valeur de R n'a plus d'importance. 
Tous Ici courants sont nuis pour r 6 - r 2 (système complètement symétrique). 


S i 


On retrouve bi en tous les résu Ltats du 2, 0 n peu t rema rquer que Faccum ulateur de plus 
grande f.é.m. fonctionne systématiquement en générateur» et ceci quelles que soient les 
valeurs de R, r, et r J+++ 11 est donc normal que À, et A 2 soient générateurs lorsque 
E, - Ej- 


Voie électrifiée 

Une Locomotive électrique est alimentée en courant continu. L'alimentation est réa- 
lisée par des sous-statians 5, distantes de D. 


M) 
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? 

1 

i 


D 

rail 


Ces sous-stations relient les rails {au potentiel 
nul) à la caténaire AB. Chaque source $ t - sera 
représentée par un générateur idéal de ten- 
sion E (borne © du côté de la caténaire}, 

La motrice « M » est branchée entre les rails et 
la caténaire. On supposera que son moteur doit 
être alimenté par un courant constant T. 

Oe plus* la caténaire présente une résistance Linéique de valeur p et un négligera la 
résistance des rails et des câbles de liaison à La caténaire. 

1. On considéra une section de ligne de longueur D alimentée par deux sous-stations 
(c/. figure ci-dessus). On note x La longueur de caténaire séparant La motrice de La 
sous-station S,. Exprimer la tension O aux bornes de La motrice, et en déduire La chute 
de tension AU = £ - U, 

Calculer la valeur maximale 0, 

(Û(J) HX - 45 V, 

2. Une section de même longueur ü est - dans 
cette question - alimentée par une seule sta- 
tion selon Le schéma ci-contre. La caténaire 
est constituée de deux fils identiques AB et 
A'B' (longueur D r résistance linéique p) reliés 
aux extrémités. La motrice est branchée entre 
les rails et L'un des fils. 

Reprendra les questions du 1. 

3. On revient â un système de deux stations, 
mais avec une caténaire â deux fils court-cir- 
cuités au milieu de la Ligne. 

Calculer AU et D^. 

Que pensez-vous de ces trois systèmes t 


( de 0 pour p = 5 10 ' 4 fî ■ 



I - 800 A et 


W 


rail 



il Solution 


1. Étant donné b sens de E» la motrice absorbera un courant la tra- 
versant dans le sens indiqué sur Le dessin ci-contre (ainsi la puis- 
sance absorbée UI est bien positive). 

Le dispositif étudié se réduit donc au circuit électrique représenté 
ci-dessous : 


P* U P<D“*) 



U>0 



>@ 
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Exercice wi « 


Les deux résistance! px et p( D - x) sont soumises à la même tension E - U : tout se 
passe comme si elles étaient en parallèle entre la motrice et une seule source de 
tension IL 


Donc 


u _ p^tD-x) 
*' 1 " px + p{ D - x) 

K *t - P û 


âU = pî ’ 


x(D-x) 

D 


<AU = R^.|). 


Commentaire 


- - E - 0 


| On peut AüS4ka]eul« U en faisant le bilan des couraots au point de potentiel U i 
I-U < E-U 

px p{D-x) 

ce qui donne ; 

e-u » au = i ■ , = R K1 ■ t. 

px+pfD-x) H1 

Cette méthode correspond à l'application du théorème de MUJmann m point de 
potentiel U.,. 


Cette chute de tension AU est bien évidem- 
ment nulle pour x = O etx = D (proximité 
immédiate des sous- stations qui î mposenl un 
potentiel E par rapport à lu terre). 

Elle est maximale pour x » ^ avec : 


àV mi - l -om 


D^où.pour ÀU MJÏ fixé : 


D = = 



pl 


Pour AU nia , = 45 V, il vient D nufll 


4*45 

S ■ 10' 5 k 800 ' 


D'où - 4i5 km. 


2* De la même manière que pour la première question, redessinons le circuit 
électrique: on remarque que la résistance pD est alors en série avec p(D - x), ce qui 
donne une résistance totale é$alc il p(2D - x). 
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pD 



Cette résistance p(2D - jt) est elle-même en parallèle avec la résistance pjr T d T où ici : 

r _ P*«(2P-g) 

^ p* + p{2D-x) 

C _ pJç(2P“X) 

^ 2P 


Commentaire 


\ Oit peul aussi remarquer, en * dépliant ■ vers la droite le ül A"Ei' et en ajoutant une source 
de tension H «b A' (pour maintenir sort potentiel I E) t que Ton retrouve Le montage de la 
question 1 , , avec simplement 2D à ta place de D++, J 


On en déduit (AU - R^-l): 


AU = pl ■ 


xjlD-x) 
2D “ 


L'expression trouvée ici cil de même nature que «Ile établie ans U D y étant remplacée 
par 2 D. Ainsi, une 9 Igné de longueur D pour le deuxième système est équivalente à une 
* demi- ligne » de longueur 2 D. 

En effet, on a ; 



Il résulte de celle remarque que L'on peut reprendre l'application numérique de la pre- 
mière question sons U forme : 

(2D)™, = 4.5 km d’où - 2,25 km. 

3* Remarquons tout dVbord que la symétrie du système impose : 

UC*) = U(D - je) (positions symétriques par rapport an milieu de la Ligne), 

On peut donc limiter i h étude à 0 ^ x ^ y- 
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Exercice m » 


Le système proposé correspond lui 
circuit représenté ri -contre. 
Tninsforiïuint ce circuit ï 

Les deux résistances j mire Cet 
B sont en parallèle. On peut donc les 
rempljcer par k résistance ^ J. 

D'autre paît, les deux nccuds À et B 
sont au meme paient id E : on peut 
dune les oonibndre (ce qui revient à 



« replier * Je circuit h et Supprimer une des sources E...)- 


E 


0V>ù k schéma ; 
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On en déduit (AU s= I) : 


âO * pjc- 


(2D-3*)I 

2 D 


Otte chute est maximale pour x Q te] que ; 

^t*( 2 D- 3 *)] = O^tiD-îïç-ÎJSçsO) mit = y 
La chute maximale de tension a pour valeur : 


<àVj m 


Pj( 2 D-D) 


{AU)„ 


pDI 


ÏD 

Ce qui donne D nuï ■ 6,75 km. 

Pour comparer les trois systèmes, redessinons une ligne comportant plusieurs sections ; 
- Système Qî (D = + h 5 km) 

DD DD 


«îoofe «tcboî* «loQI» - o| e ot £ oî e 


- Système (II) : {P = 4,5 km) 
D/2 D/2 


EfCpCbl E fiîèCpfE =* Q)|e l|{t) 


■ Système (ÏÏÎ) : ( D" = 6,75 km = 1,5D) 
D' 


£ f<p# Atyw - # e îq 


Les figures de droite représenteraient une optimisation du coût d'établissement de la Signe 
(minimisation du nombre de stations). Ainsi, les systèmes (T) et (TT) sont semblables 
mats (îj) nécessite deux fois plus de cuivre (ligne double). Le système (ÎÏÏ) semble plus 
avantageux, dans le Sens où I exige moins de stations pour une même longueur de ligne. 
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13 . Régime transitoire 


^ Bilan 


d'énergie 


On relie deux condensateurs {capacités t et C. charges initiales respectives % et Qq ) 
par une résistance R : 


1. Déterminer L'évolution du système, et préciser L'état d'équi libre final, 

2* Faire un bilan énergétique : on exprimera les résultats en fonction de t et C et 

des tensions de charge initiale Üq, et Ug des condensateurs. 


* Tension aux bornes d'un condensateur. 

* Énergie emmagasinée dans un condensateur. 

BT. Ce f a ut doMjoreh ^re 

l'état d'équilibre final correspond A un courant nul. et la tension aux bornes de chaque 
condensateur résultera de la conservation de la charge électrique * emprisonnée » sur 
les armatures des condensateurs. 

Faire un bilan énergétique consiste à montrer que la perte d'énergie cm magasinée dans 
les condensateurs entre le début el la fin est égale (en valeur absolue) à l'énergie élec- 
trique absorbée par b résistance et dissipée sous ferme thermique (effet feule}. 


tics relations concernent les condensateurs en convention récepteur, en notant q b 
charge de l’armature par laquelle entre le courant L 



i l. t?e ^u*i] faut savoir 


5ol-ütioh 


1 . 


<* POINT COURS 




u 


Remarque : i et q peuvent être négatifs. 
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Soit f le courant dans la résistance R. Avec 
les orientations précisées sur le schéma» il 
vient ; 


d<J _ _ r dw 

dt " dr 



ü"* 


dtf' „du' 

f ^ +—L - +■ C — — 
dt d i 

D'après la loi des mailles : 

u + Ri +- u' = 0. 

On dérive cette équation, et on élimine Les tensions ; 

èu „ di d u* 

- -T- + R- + — — = 0 

dit êt di 

é + 4; + é = °- 

Soit finalement ; 


RCC' di 
C+C* d/ ° 


C'est une équation différentielle du 1“ ordre dont la solution générale s'écrit : 


ï(î) s Ae -fjlT en posant t e 

Lr 

La valeur de À est déterminée par les conditions initiales : 


RCC' 


A = r(0 4 ) = ) 

(d'après ta loi des mailles à l’instant initial, les tensions aux bornes des condensateurs 
sont des fonctions continues du temps...). 

Finalement ; 


Ht} - -(n 0 - u' Je-^ 1 



Le régime permanent (f— correspond bien à ï =s 0, 

Q- Q- 

sojt u = u - ou encore — = — y- * 

CC 

Q_ et Q^. désignant les charges finales des deux Condensateurs, 
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li est .ilprs fa > île d'obiçnir Icipidsion de nfo$$iiiiiitcnt de la forme 

u(t) = C^ + lie^ 1 ) (puisque ^ ...)er vérifiant u(0 + ) s n tl cl 

u ( t -> «) = 

soit X * H„ et ?L +■ |1 - u,„ 

ce ^ui impose : 



el ^expression analogue pour u # (r), 
Allure des courbes : 
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# POTNT MÉTHODE 

Étude du régime permanent 

Cm régime permanent continu, un condensateur sc comporte comme un ïnterrup’ 
teur ouvert. 

On obtient donc pour f — » « le schéma suivant. 


On doit donc avoir - 0 (circuit Ouvert] 

et S U". 

Il est toujours bon de vérifier que le comportement attendu correspond bien à 
S'éiude mathématique faite précédemment, 

2* Calculons les énergies des condensateurs dans Tétât initial ( f = 0) et dans Tétât final 



e, - ic«S+|c«; J 

E f - + - |(C + C')»i <»: =«j. 


On en déduit la variation d'énergie du système : 


AE = E f — E s = i(C + C')ui-jCni-^cV 




D’autre part „ l'énergie reçue par la résistance a pour expression : 


W, = J"R« 2 dt 
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soir, en remplaçant T : 


On a bien 




CC' 


UWP 


et (lui des itiaLLLcï : Rr{û f '} : 


W, 


2 C+C 1 
M(0 + >-t/(0 + ) - W & -«o)î 

CC 


2 C + C 




AE + W. 


du encore, avec Le Langage de la thermodynamique et en notant U l'énergie interne du 
système total (l'ensemble du circuit) thermostaté : 


AU a W«* + Qü, 

ici W«* = 0 d'oü AU = Qfr 

Ot AU = AE que L'on vient de calculer (pis de modification de l'état thermique du 

système) 

soit AE » Q*=*Q th = -W|. 

La température du système étant imposée, l'effet loule correspond à un transfert 
d'énergie thermique au thermostat (Q^ < 0}. 


@ Conditions initiales - conditions d'équilibre 


On donne le circuit ci-contre. 

Pour { < 0, L'interrupteur K est dans La posi- 
tion 2, et Les deux condensateurs (de même 
capacité C) sont déchargés. 

À La date f = 0, K bascule de La position 2 à 
La position 1. 



Déterminer Les valeurs des courants f, f et F (voir figure) A La date f » e. e positif 
et très voisin de zéro. 


Au bout d'un temps T suffisamment long (Les courants étant alors tous nuU} r L'inter- 
rupteur K bascule à nouveau, et revient en position Z. 

Déterminer Les valeurs des courants f, Y et F aussitôt après Le basculement de K, 
puis Lorsque Le ïégime permanent est atteint. 


Hl, £<? gfu 1 ]] savoir 

* Loi de continuité aux bornes d'un condensateur. 


€> 
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il. C 1 ? <ioMp>r e Ji^re _ 

L'exercice n'est pas du tout icaküktoirc. H demande Je déterminer tes différentes grandeurs 
(intensité ou tension) en utilisant ta loi de continuité aux bornes d'un condensateur (aux 
changements d'étals) ou les lois du régime permanent (pour un temps infiniment long). 

Bojutioft 


9 


Point cours 

lorsqu'on bascule un interrupteur dans un circuit.il y a continuité de la charge des 
condensateurs (et donc de la tension aux bornes des condensateurs). 


Par continuité de la tension aux bornes des condensateurs, on a : 
f 1 1(*> - pi(O-) - 0 
!«'(*> = u'(Û-> = 0 



ce qui entraîne, puisque n' = Ri': 


ne) = 0 


D'après la loi des mailles, E a Ri + u + u' d'où : 


'<*>=1 


Et puisque r 


HO ' 


* Au bout d’un temps T suffisamment long, le régime permanent est atteint. 




Point cours 

Eu régime permanent continu, les condensateurs se comportent comme des inter* 
rupteurs ouverts (intensité nulle). 


On a alors : 



Puisque r = r(T) - 0 d’où i/(T) ■ 0 | 
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Exercice au * 


et puisque E ■ Ri + « + | ti(T) = E | 

On bascule atars l'interrupteur dans k position 2. 
Le circuit devient : r 



Oit a donc, par continuité aux bornes des condensateurs : 
u(T + e) = ji(T) ■= E 
n'CT + fc) * h # (T) - 0 


f(T + t) = Ô 


soit 

i<T + S> -| 


r {T + e) = - 


tf = j - i% 


Au bout d'un temps suffisamment long, un nouveau régime permanent est atteint, 

alors [TTC = 0 I 


d'où il a 0 


soi! k! = 0 et m k = 0. Les condensateurs sont déchargés. 


Deux bobines en parallèle 


On ferme L'interrupteur K à L'instant t - 0. 

1* On suppose dans cette question que les 
deux bobines sent identiques (L, * l ? = L 
et rj m T| = r). Déterminer les courants 

it MO* 

Commenter les résultats obtenus. 



1. Même question dans le cas où L 1 3 L ? et ^ ■* avec cependant — 


On pourra également poser, avec 
Commenter. 


* R ' 
1 + K, 


R + R w 


S6) 
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3. On se place désormais, dans le cas général et on- pose : 

L| „ ^ - t ^ 

T ] - 7 - T i = r ; J \ ~ ? et ’Z 


t ’ = F 


a. Donner le système différentiel du premier ordre vérifié par Le Couple de variables 
Jï|(f) T ï f (f)|. dire peut-on en déduire sur la nature des solutions en i,(£), i 2 (t) et 
i{£) 1 On ne développera pas Les calculs. 


b. Ors donne ci -dessous Les courbes 
. . E 


-■ 


M' a (tJ et 


*/(£} pour 


= 1 A; L, 


SD L ; et différentes valeurs du paramètre t \ 

h 



Commenter ces courbes. 
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Points de cours 

■ Circuit rl série, 

* Continuité du courant dans une bobine, 

■ Régi cru; transitoire - régime permanent.. 
Outils mathématiques 

■ Équation différent Lelle linéaire du 

■ Système différentiel linéaire du 1 e * ordre. 


Ht, de <:ompreftrfr e 


I et 2. La présence des bobines retarde l'établissement des courants r, et ij,ct donc 
du courant i duns la branche principale. Pour R suffisamment faible, les constantes de 

L. 

temps qui vont intervenir sont certainement celles des bobines, à savoir 1, = — et 


L, 



Le problème se présentera simplement lorsque t, - T 2 , les deux bobines ayant des 
comportements * similaires 


Au bout d'un temps suffisamment long, les courants seront établis et les inductances 
L, et I . £ pourront être su ppri mecs, O n a alors un circuit purement résistif et les valeurs 
asymptotiques { r } wS (i ( ) w et ( ij ) w sont connues. Il pourra être utile de faire interve- 
nir b tension u aux bornes des deux bobines. 


!>_ Solution 



1. Les lois de réleetrocLnétique permettent 
d'écrire : 

dj, 

u — r,f| + L, — (bobine i£|) 

. dtj 

v - ^L+Lj — (bobine Æj) 
u = E - Ri avec i « i, + i 2 (loi des noeuds). 

Nous nous sommes placés dans le cas où les deux bobines sont identiques ce qui 
que bien évidemment q(f) s i 2 (f) = ÿ 
Les équations précédentes donnent alors : 


impli- 


! E - Ri 


r Ldi' 
1 2dl 


98; 
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soit encore 
Posons 


£;*H> 


,dï . 

2 E 

T di f ’ 

ZK. + r 


La solution générale de cette équation différer ticllc est fournie par t 


■<P> 


. 1E 
' 2R+ i 


+ Xt 


Or à t = O 1 ",, on doit avoir r,(ü + ) - i^O’) - ü (continuité du courant dans les 
bobines) 


d'où É(ir) = yo 4 ) + (j(0 + ) - 0 et X - 
Finalement ï 


2E_f 

r2R ¥ rît. 

| 0 L \ 

' {t} ~2R+A 

1 1 J 


et 1,(0 s ij(f) a ~- 



Commentoires 


I * Le courant correspond au. régime continu éta- 
bli pour lequel le circuit est purement résistif 
/dl # di, \ 

(dï " dt * V 

On a donc * 



i« ■ “ où ■ R + = R + 1 * = R + \ (f, ■ % = r>- 

14 ûj f t + r 2 * 

On. aurait pu remarquer directement que, Les mêmes courants traversant les deux bobines 
identiques, en pouvait réduire l'ensemble de ces deux bobines (L, r) à une bobine unique 
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Exercice 211 m 



Dieu ks deux eu. on 1 bien :it = L-7-fA+r^ & tîjî + £*. 

al^J 2 Zdf Z 

Le circuit global devient ; 


J 

£* Cette bis, les deux bobines sont différentes bien que leurs constantes de temps aient 

/L t Lj, \ 

unç trtémc valeur — = — = 1 I. 

v r, t 3 J 

Les équations précédentes peuvent se réécrire de la façon suivante ; 




D’où 


S0L1 


d ] . 1 

+ T-r^ = -(E-Ri) 
1 dî r 6 

dt'ï 1 




di r. + r t r.r, 

J + t-r * ■ ( E - Ri) ; notons R,, - — 

ât r % r t ^ f t + r 2 
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Soit Encore 



m 


On a d r Jtutre port, d’après ( I } : i, + j “ c T ) 

H -RL 

seul en posant i J[t . = • : 


âî, 

+ T— i 

df 



Noua avons donc î s | f} - i (ii + (%{t) ( i (ai : solution de régime permanent), 
i',( f) étant solution de l’équation différent telle du premier ordre : 


ï * d *i IU "P 

r , + x dT“r- e 


O) 


La solution de l'équation homogène est Xe T . 

La solution particulière esl de la forme Ae f avec, en reportant dans (3} î 



Finalement, nous obtenons ; 

_._ F tî a * 

= r.^ + Xe ® + — L— e 1 

1 r t I 1 

T J 

et avec i,(0 + ) = 0: 



Il apparatt ainsi deux constantes de temps r T, - l et Tj = t" 


CatnmciilalTcs 


T 



r, + r i 


F 8 „ 

* 14 valeur de L esl donnée par : 1 ,^ e snil i 

_ I R E < f i + r i) £ r \ r ï 

!] " - r, ” r, R(r, + r, I i( r t +• * 3 ) + r^r, ] 


Cha pitié 2 - 
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3» a. Désarmait les deux bobines sont distinctes et leurs constantes de temps sont dif- 
férentes (f , ^ t a ). On a dooc : 


soit encore 


d'ou 


dn 

U = t, i, + L. —— 

dr 


Cl i 

et il 


h + 


+ L 


ài x 
i dr 


. df, 
r,t» + L,— 
df 




hh 




Ëi 

dr 


di i _ r r J * rv r - e 

dr " U, + lJ 1 L, 1 L, 


dij 

L'équation permettant d'obtenir - résulte de la permutation des indices 1 el 2> d'où 
le système différentiel du l Er ordre par rapport aux variables i t (f) el J 2 (f): 



Avec les conditions initiales i j ((V) ■ ^(Cr) - û. 
D'auirt part, le système précédent implique : 


Ëii) - JL 

df j 0 * * L 1 


et 


&h\ m _E 

df /g- 


Posons alors r,(f) = !,„+ i\ (i) et ij{f) * î ïaa + ij (f) où i s „ a été défini au 1 et 
ï 2 « 3 L~h* d?t >ùï 



di£ 

dr 



H) 


Il suffit alors de chercher des solutions de la forme i] (f) * À 1 eî N et fj (f) = A 2 ePL 
En reportant dans (4), on peut alors remarquer que p doit vérifier une équation du 
second degré dont les deux solutions sont nécessairement de la forme ; 


P 


et - — 


(cm régime pseudo- périodique est ici impossible). 
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Finalement, on jura : 


hi*} = r 

i t 

J »'Ce> = 

i{ *) = L + CX| + \ t )c T + (|i| + 

Les coefficients X lP [i, eL \i 1 se calculent avec les conditions initid.es piédsé» 
plus haut. 

3- b» Les courbes données sont bien représentatives cks résultats précédents. 

■ Valeurs asymptotiques : 

I 

F J* | E 

V -s m „ . ^ ; or - s l et r. * r , d'oÈtt 


r. + r, r r, + r. 


0>5t_ m i jM , 


B 

r. 

ij A) 

> 

il 

> 

0,1 

1,67 

033 

• 

0,67 


IC 

9,5 - \Ù ~ 2 

43 ■ 

100 

- UH 

» 5 » 10 " A 


■ IVntcs à l’origine : 

3 - Ël . il di ' _ E = E E 
dt ~ L i ^ jf'ï ~ Li 1 ' ~ r < ~ 


. . d *l E di i E. EL, 

de même -- = — =? — — - —T, = — — » üO. 

d| L i a ( n V r iLî 


dî, \ di,\ 

On a bien — V [ rapport 50) comme l'indiquent les graphes. De plus, 

d t jo* df /c- 

en traçant les tangentes à l'origine pour les courbes t — ï / ,{t}, on montre la cohérence 
avec la valeur I cikuléc ci-dessus. 
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Par exemple, en reprenant La figure 1 ((fi, également La figura 2) : 



■ Constantes de temps ; 

- Le courant ^(t) dans \ ne présente pas, au voisinage de t- (F, de « brusques » varia- 
tions comparativement à (et par voie de conséquence h i{ f) » f,(i) + ij(t> ). Ceci 
est dù à « que L, » Lj - 

- On remarque également que le temps d'établissement du régime permanent semble 
diminuer quand R augmente,, ce qui parait naturel. 

-Pour R suffisamment grand, le courant t( S } devient, très vite, pratiquement cons- 
tant, les courants i^t) et ij{f) évoluent alors en sens inverse avec la même constante 
de temps, 

On pourrait montrer que pour R « très grand les constantes de temps x M et ten- 
dent asymptotiquement vers les valeurs : 



T" correspond en fait à la constante de temps du circuit que l’on obtiendrait en négli- 
geant r, et r 2 {R » r, et R » r 2 ). 

T*" est associée à la constante de temps des deux bobines en série. 

On peut vérifier Sur la figure 4 ( ^ = 100 et donc R » (rj = r 2 |) que Ton a bien 
t" - T, (ç£ courbe ^ -* ij(f) )... 
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Circuit LC réel en signaux carrés 


On donne le circuit : 


L r 



Il est alimenté par un générateur de « signaux carrés * r périodiques, de période T. 



1. Préliminaires j 

a. Rappeler L'expression de ta résistance critique f ç d'un circuit itC série. 

b. Dans le cas ou Le régime transitoire s'amortit suffisamment rapidement déterminer 
les valeurs asymptotiques de u(t), quand r — s> fn- + É J T_ ^ É ( ft+ 1) T " 

Z * Établir l'équation différentielle régissant ta fonction ti(i% 

Classer les différents types de solutions I l’aide d'une condition portant sur r„ r r et R. 
Commenter les résultats obtenus, 

i i/i i \ L 

On posera co D - -=; X * - - avec t s RC et t' s -, 

B M r) r 

3* Dans Le cas oû le régime est pseudo-périodique amorti et d'amortissement relati- 
vement faible (on supposera que l'on a ; \ « +"ï ) r quel doit être L'ordre de 

grandeur de T pour que chaque *c train * d'oscillations - généré par là Commutation 
du générateur - soit indépendant du « train * précédent c'est-à-dire indépendant de 
la valeur précise de T ? Donner l'expression de it(t) dans ce cas. 


- 1. Ce f aill savoir 

Points de cours 

* Circuit rtC série : étude du régime Iran silo ire. 

* Régimes pseudo-périodique, apériodique critique et apériodique hypereritique, 
Outil mathématique 

* Résolution d'une équation différentîeUe linéaire du second ordre avec second membre. 
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17. Ce 

1. a. Étant donné un circuit rLC série, lu valeur critique r t de r est celle qui permet de 
passer d'un régime transitoire pseudo-périodique ( t < r e , « faible » amortissement) à 
un régime transitoire apériodique ( r > r & * fort w amortissement), 
b. Pour £ - Eg (ou c - -£ 0 ) n le régime transitoire s étant suffisamment amorti» le sys- 
tème finît par atteindre un régime continu où courants et tensions sont des constantes. 

2* L'établissement de l'équation différentielle ne présente guère de difficultés. C'est 
une équation du second ordre (présence simultanée de L et Q et la nature des solu- 
tions dépendra du signe du discriminant de l'équation caractéristique associée. 

3» Les oscillât ions de wff) wrtt simples à étudier dans le Cas où elles peuvent être Con- 

T 

sidérées comme complètement amorties sur la durée - : chaque série d'oscillations 
débute dans les mêmes conditions, indépendantes de la valeur exacte de T... Ces con- 
ditions sont alors celles du régime continu permanent du circuit, 


SoHtioB 


1. a. Considérons le circuit rLC série alimenté par un 
générateur continu : 

e(f) ■ 0 pour t < 0 et e(t) - E 0 pour r > 0. L'évo- 
lution du circuit est régie par l'équation différentielle : 

ri + + ^ = Ea avec i = ^ 

dt C df 

Soit encore ; 



t $ + , 3 ? + c = E » 

donr la solution est fournie par q(r) = CE 0 + q'(f) avec: 


L 


dy 

df 2 


K + i. 

Al C 


0, 


Point cours 


La solution générale de cette équation homogène associée (équation sans second 
membre) s'obtient à partir de l'équation caractéristique que doit vérifier la gran- 
deur a. pour que t Bl soit solution : 


Ltf+ra+g = 0=Sftî 


L a+ LC*®- 


C est une équation du second degré, de discriminant A tel que t 



Cesf le signe de ce discriminant qui détermine la nature des solutions du pro- 
blème physique. 
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Exercice îi* m 


La résista ncc critique r ( correspond donc à la v&leu r Je r qui annule 4 soit : 



1, b, l'our f = +E,j, supposons le régime permanent atteint. On a alors r L = este et 
ç — este, soir encore: *r t = 0 et r c - 0, Le circuit devient : 



lise réduit à un sim pic diviseur de tension, de sorte que: 



De meme, pour e ■ : 
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t> POINT METHODE 

* 1.4i sü Lut ion générale de celte équation différentielle du second ordre s'écrit : 



solution 


solution générale ! 

«10 = 

particulière 
de l'éq. complète 

r + 1 

de l'équation > 

homogène associée 


R 

* Une solution particulière est w = tE^ ' ^ + r ' 

« L 1 équation homogène associée admet des .solutions en e n ' telles que : 

“4ïH> + EëH) =0 (3) 

comme on Ta déjà indiqué précédemment, b nature des solutions physiques 
dépendra du signe du discriminant A, 

Posons <ü fl - et 2k - ^); {3} devient : 

a 2 + 2\a + I + = 0 

' I® cas: A> 0 

Les solutions de l'équation caractéristique sont alors : 

fût, eta 3 <0) 

et les solutions n(f) cherchées Sont de la forme : 

w(t) = ±|^ + Àe tt ‘ f + Be^ r f4> 

On dit que k régime est apériodique amorti. 

■2 c C*S;A = 0 

L'équation caractéristique admet une racine double -X et les solutions u(l) s'écrivent 
alors : 

RE 

u(f) = +— - + (A + ü/)e-^ (5) 

C est le régime apériodique critique, 

«3* cas: A<Q 

On pose alors W 2 = + 

d'où a, h aj = -À±i© ( i = — I ) 

REft 

et u(t} = ±^— +(Acck<M + Bsinéùf)r* f (6) 

et le régime est alors appelé pseudo-périodique amorti. 
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I 


l-c régime pseudo-périodique est donc obtenu pour A < 0, c’est-à-dire pour : 


î, 1 < “»( i+ e) 

el en revenant aux données du problème 



Le régime pseudo-périodique correspond donc à ; 



Donnons-en une représentation graphique à L et C fixés (donc à r c fixé J : 



Tout point représentatif P(r n R) appartenant au domaine nort hachuré convient 
(régime pseudo-périodique). 
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Commentaires 


■ Pour R infinie Je montage K induit tudicuit rLC série cLassique. Le régime pieudt? -pério- 
dique correspond bien A r < r ( , par définition de r^, 

4 Pour Eï = CJ r U n'y a plus de valeur possible pour i, b capacité étant çourt-cïrcuitéç. 

Pour r ~ 0» ü suffit de remarquer que Ton peut établir pour le régime transitoire l'équivH- 
iéntï iuivante : 



En effet, on a : 


d’où 


sou 


fo = 

r dj 

L- » u 
dt 


|o . 

i d; 

3 L Jr + r 

1 et 1 

u -du 

■ B +C ïî 


|cr 

j s é£ 
dt 

i = - 

Ldi | „ d*r 
Rd/ _ dr ; 

d'où 

0 * 

, è 2 i 

L T 1 + f 
dt 1 

dfi. 


sait 

d J t 

+ £Ë+. 

d * 3 

RCdt LC * 0 

dO 

Ldi J 


'i*p- 

[.es deux équations régissant les variations de r(lj dcvicnnenl identiques pour 

(/ ■ C H — ■ ' L _4 

L RC RC 4R 

U régime sera donc bien pseudo-périodique pour r* < r 4 * c’cst-â-dîre pour : 



J 


3- Là condition (7}esl réalisée, et le régime est pseudo-périodique ton a donc pour les 
valeurs tlftdc e(f)* 

u(t) - ±E, ; ^™+«“ 3l *(Acos(i]t+ Bslnuf) (8) 

D j— . ■ 

soit encore w(f) * Ja*+ B* - c _ij Col(Qrt+ tp). 

On considère que les oscillations deviennent « imperceptibles * lorsque leur amplitude 
(à savoir jA i + B 2 e‘ Ac ) est devenue négligeable comparée au saut de tension ^ ^ 

imposé à w(r) par le générateur. 

On prendra par exemple : 

JA 2 + B 2 «^ f ^ ! O' : l 

et si f 6 désigne la valeur de f correspondant à l'égalité, la condition cherchée s'expri- 
mera sous la forme « -■■■ 
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[( faut donc déterminer A et B : an peut le faire en supposant que l'on est bien dans la 
situation décrite d'dcsus, c'est-à-dire qu'au moment d'une commutation (t ■ »T 
* R£ o 

par exemple] où e(r) passe de -E^ à +E ^ la tension u vaut - ^ + ^ et le courant t 
(régime permanent continu] : 

R + r 

D'ofc, en prenant une nouvelle origine des temps b cet instant : 

RE, 

4ï(i m o*> = fi-ic'i 
d» ■ le KO,.,. 

& l .o.).-i-J!L + ± . “a.n. 

dr l f C R+r RC R+r 

En reportant dans l'expression (B) de u(t) (signe ® pour t > 0) : 


+ A = 


RR, 

R + r 
- XA + Bto = 0 
REe 


El («(o-s.-El) 

Il + r \ v R -H rj 


1 1 vient 

d'où l'amplitude des oscillations 


ÆTÏTP = 2 E!.J w v 
R + r V a 1 


et la condition cherchée (avec r, æ - ) : 


k- > JlnlO + lkfl +— X 
2 2 \ 

Si on se place dans le cas de l’amortissement faible ft 4 pas trop grand », c'est-à-dire 
k « ^ pour que les oscillai ions soient visibles sur plusieurs pseudo- pério* 

des), «« peut négliger le dernier terme : 

JL* X 1 


* “*( l + j0 


1 =* n > ^ ln( 10> - IÛ (ordre de grandeur). 
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Il faut donc, avec k = 2 fI + -Ll (t - RC et t' ■ - J: 

2 \X X J r 

T 3* 20—^—, 

T + T 

Lorsque celle condition est Elisée, les oscillations sont effectivement amorties au 

T 

bout du temps ce qui justifie les conditions initiales prises pour calculer A et B, 
L'eiprtssiûrt de If(l) est bien dlors: 

pour nT < T ^ ‘ n +- 
où f = t - nT ; 

pour j^tr + |^T < t ^ (n + 1 )T, u{ f) change de signe et t f est remplacé par f 1 - ^ ■ « 


u{t) 


REji r . j\ . v 

= : l-2e -Aj iincat + c-qsûîj 

R+rL K(ü / 


CûMfflentiuVr 


fj va leur de l'expression T ^> est toufoura ioJtafcuK à k plus petite des deu* valeurs T et 

x? ... 

On peut donc prendre (condition suffisante...) 


T * 20 ■ t") 


J 


^ Simulation de résistance 

Dans il circuit ci-dessous, 11 commutateur k bascule périodiquement d'une position 
4 l'autre, suivant la loi : 

rtT < t | fl + ~ | ■ T k en position 1 

£iï + ÎJ ■ I < t« (n + l)T k en position 2 

(n entier relatif, et V g < V, ) + 
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Exercice ns « 


On suppose Le phénomène établi depuis Longtemps : boutes tes grandeurs électri- 
ques du circuit sont périodiques de période T et on prend comme instant initial 
t - 0 ., la commutation correspondant à n = 0. 

1. On pose v(Q) - V e : déterminer ta loi donnant v(t) pour O < t « puis pour 
î < f ^ T. On notera vQ * V£ et = ^7c' 

2. Exprimer V Q et % en fonction de V tt V 2 et m 

En déduire l'expression de la quantité d'électricité qui transite du générateur « Vj » 
au générateur « V f » pendant une période T, et calculer ( intensité moyenne ^ cor- 
respondant à ce transfert de charges. 

3- Omette serait la résistance qui serait traversée par le 
même courant moyen ? 

Donner son expression en fonction de t et o. Comment varie 
R ^ lorsque T {ou a) est modifié ? ]) 

4. Interpréter physiquement (es valeurs Limites de R rn . 


m Solution 



1. le commutateur te étant en position I, le dictait se réduit à un circuil rC: 
V fc =ri4v r j 


4 : 

df 


rC 5ï + ¥ * V| 


4<v 




équation différentielle du l tf ordre dont La solution générale est de la forme t 
v(f) - V| + Aü~ l/% avec T * rC. 

Tenant compte de la condition initiale 

H&) - V 0 = V t + A 

il vient r A - V fl - V, 


KO = V. + lVa-VJe^ 


pour Û<#^-- 


À t — -, Je commutateur bascule en position 2, et le circuit devient ; 

y -ri' m V, ? i 


AVCC 

soit encore : 


dr 


rC aï +ï ■ v * 


¥ î= 


i)h 


ce qui était prévisible, étant donnée la symétrie de l'ensemble du circuit- - 


lï3) 
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La solution, pour - < f « T, est donc de La forme : 


m 1 


h Be 


ù-rm 


11 reste à exprimer la continuité de la tension KO aux bornes du condensateur à la date 
T 


et : 
d’où : 
avec 


V£ = v(y] = V ( +(V 0 -V i )t 
V£ = »(y) - V 3 4 B 


'^- V ; 
T 


2t 2rG 


- rt, il vient e ,Tyît = e" 


et finalement pour - < f T 


v<t) = V 2 + (V;-V 2 >e- e 


r/t 


et yj = v, + <v 9 -v ( )r J (1) 

2 . Le régime périodique étant supposé atteint, on doit de plus avoir : 
v{t + T) = KO 
soit : v(T) = V Q 

or : HT) = V 2 + (V^ « V 2 )e * • r T/t 

avec e" T/r = t Vj+tV^VjJe-- = V 0 (2) 

Les relations ( L) et (2) déterminent V 0 et : 

f V5-V û( - = V ( (l-e -) 

{_Vj e - + V a - V 2 (l-c-0 
et, par addition : Vg + V 0 s V, + Vj 
d’où les solutions feu éliminant V a ou V„) 


ir V 2 4V t e- 


Vt4V j( r- 

i + r- 


fl " l + e- 


On en déduit 1’alLure de La courbe donnant KO (V 0 tf sont des b a ry centres des 

tensions Vj et V 3 , avec des coefficients positifs ] et e"*,et sont symétriques par rapport 


à Vl + Vz ) 
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Pendant h charge de C de V 0 à V£ , le générateur « V 3 * a fourni au condensateur C la 
quantité d*ékctridté : 

q = cv^cv 0 - qv^-Vsj 


I = CfV.-VJ-unhfl]. 


T 


Puis, entre - et T, cette même quantité d'électricité est transmise au générateur « Vj » 
f décharge de Q. Au total une charge q est transmise d'un générateur 6 l'autre à chaque 
période T» a qui correspond à une intensité moyenne : 

L-lr C ^ 






ou encore ; 


■^ËrHlO 


3, Par définition de : 


C v , -Vj) 


tanh 


(!) 


<!) 


Si la commutation est très rapide : T « rC, soit fl«l, tanh^ j # ^ et Ll^ — ► 4 r. 
Si au contraire T» rÇ* soit a » I, laniil 0 -* 1 et # 2 ru. 


Il) 
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D’oti le graphe : 



4. On peut interpréter physiquement les valeurs limites de R : 

* Lorsque T » rC, le condensateur C a le temps de se charger (sous la tension V, ) et 
de se décharger (dans le générateur * V; ») presque complètement : la charge transfé- 
rée à chaque période ne dépend plus de T et l ç - | est inversement proportionnel à 
T ; on a donc R^, proportionnelle à T. 

- Lorsque T « rC, la tension v{ f) varie très peu et les courants sont pratiquement 
constants : 


et la conservation de la charge impose : 

T w T 


i _ V, — v v — Vj (Vj-yJ + ^v-Vj) 

0 " X ” 2r ” 2r " 2r+- lr 

* V |- V 2 

l D = — —> soit = 4r. 

Ce dernier résultat est cohérent avec la conservation de Téncrgie : évaluons TeRet Joule 
dans les résistances n 

W, = ri 3 ^ + ri' 2 | = rï l ■ T 

avec i = 2l D : W, = 4rl^ • T 

ce qui est en accord avec R (q = 4r... 
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Exercice 


$£} Attaque par un générateur à 
caractéristique rectangulaire 


1, Un circuit RC série est attaqué par un généra- 
teur à caractéristique rectangulaire : 
f i 5 I 0 peur u ^ E fl 

1“ = h 7 ~ 4 

(c J tst un générateur parfait de tension pour Les 
intensités inférieures à 1^, et un générateur parfait 
de coûtant - de valeur 1$ - lorsque l'intensité dans 
le circuit atteint cette valeur I 4 ; la tension aux 
bornes du générateur s'établit alors â une valeur 
inférieure â E 0 ,„). 

Le condensateur est déchargé pour t < Û. L'inter- 
rupteur est fermé à £ = 0. 



V 




SJ 


Déterminer les graphes des fonctions : 


t -> i{ r) r t — » ir c (t) p f -* u{£) pour t positif. 


On pourra poser R c 
â celle de Rg. 


et on envisagera plusieurs cas selon la valeur de R comparée 
in 


z. On remplace la capacité C par une inductance pure L % devenant t/ L - Reprendre la 
question précédente. 


3, Apptiwtw numérique ; 

E 0 = 40 V; I 0 = 10 mAr l - 50 mH ; C = 2 |iF r R = 2 kO. 


Il, Ce cfu’il ÿ&voir 

Points de cours 

* Conti nuire de la charge d'un condensateur et du courant dans une bobine, 

* Relation courant-tension pour une capacité el pour une Inductance- 
Outil mathématique 

* Résolution des équaiions difïéreniielles linéaires du premier degré. 


m. Ce f&ul doM^reftefre 


1, he courant initial de charge d'un condensateur à travers une résistance R (et sous 


à ce que L'évolution du système dépende de la valeur de L(O) comparée à 1^ * 


a* 
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c'est-à-dire de celle de R comparée à R^. Peux cas seronl abri à envisager selon que 
1(0} est inférieur ou égal à Iq (soit R > R 0 touque 1(0} est supérieur à l Q (R < kg), 

2* On a remplacé la capacité par une inductance. Ce ce lait, le courant t(f) reste nul à 
l'instant t - O - *, la tension u(f) se fixant à E* Le courant i(t) va donc s'établir dans 

E, 

le circuit en * tendant * asymptotiquement vers l_ ■= Le même problème se pose 
alors selon que S „ est inférieur ou égal à !_□ (R ^ Rg) , ou que I„ > I 0 (R < Rfl). 

Solution 

1 , Us équations générales du circuit s'écrivent t 
u = Ri + 

i = (puisque q = Cu ). 

Les conditions initiales imposent %(& + ) = G et par b même p*(G # ) - Ri (O 4 ). Si le 
courant f demandé * par le circuit RC est inférieur à l qh le générateur fonctionne en 
générateur parfait de tension» et «(O*) - Alors : 

i<n - < i. 

correspond à : 

|<g. «ü:l»V 

Dans le Cas contraire (R < R 0 ) N le courant dans k circuit est limité* t^et on a alors; 

w(0 + ) - ÏUo» av« u(Q+) < E®* 

On peut représenter ces deux situât Ions graphiquement en traçant la droite i - ^ sur 
le graphe de la caractéristique du générateur ; 
l'Intersection de cette droite avec la courbe 
représentative du fonctionnement du généra- 
teur donne le * point de fonctionnement * du 
circuit (couple de valeur (u, f) acceptable par 
les deux branches du circuit) : 

■ Poux R < R 0 , il s'agit du point P, ; dans un 
premier temps, le condensateur se chargera 
donc i courant constant, . . 

* Poux R R^» il s'agjt du point P 3 : te con- 
densateur se charge à tension d'attaque cons- 
tante (u = Eg). En effet* le courant de charge 

est maximal à t * O 4 et vaut id Ij î on aura donc i( f) < 1 2 et La tension u restera blo- 
quée à Rq, 
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D'où l'étude qui suit : 

■ l^Cai: R & R„ 

i Ju c 

D après ce qui précède* on a pour tout t > 0 u = Eg = RC-^- + te^. 

Molons T - RC h constante de temps qui apparail dans celte équation différentielle: 

" e + I T7 m ^ (1) 5 *“ c(t) " E « + 

La continuité de la charge du condensateur implique celle de u c soit : 

^(0“) - rjfO + > = Û=mm c ( 0 - ) » itçjÇO*) s 0 et donc A, - -E^. 

Dès lors ; 

et i(lj = 

On a bien : i{t) ^ ^ soit i(f) « I 0 comme il se doit. 

D'üû te graphes : 




■ v cm t R < R ü 

Dans une première phase,, la charge s'effectue à courant constant 1^ 

La tension va augmenter el il en sera de même de u (u * Rî ü 4 u c J qui va finir par 
atteindre la valeur E^. Il s'ensuit une deuxième phase de charge 1 u = constante , le cou- 
rant i(f) diminuant et tendant vers zéro en fin de charge. 

- I lf phase : i(f) - 1, s => u c = jî* 0*c.W+) - 0). 

D autre part, u =■ RI 0 + « c , d’où k( 0 = Rl(, + 

d «(I) = Rl 0 ^l 4^jï t< tJ 

jf(r) atteint la valeur à ]' instant ( lh défini par ; 

«(»*) = E« 

Rl^l + 
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- 2 e phase : pour t > f (r la tension u se bloque à et L'évolution de u c (f) est définie 
par réquation (I) d où : 

M c(t ' v f o) ~ 1 ■ 

Traduisons alors la continuité -de uç en t - f 0 : a c (to) = «cOo)- 

Or M c Oi) - - MRo-R) " - U C {0. 

Finalement ; 

E 0 + - Eq - Rljj, 

=*k = -R[ fl 

d'obi 

n c (f>f 1ï ) - E fl - Kl, 5 e 1 


a»r KLIn, — 

D autre part: t(fj = C— p- ■ -c T 

df t 


D'oii les graphes : 


i(f>r û )=l û e T 




2 r Et) remplaçant le condensateur par une Iwhine, les équations du dfCiift 
deviennent ; 



Us conditions initiales imposent ici 1(0" ) - G (continuité du (lux et donc de l'inten- 
sité dans la bobine). Dans un premier temps» la tension de sortie du générateur sera 
fixée à Eq (point P a de la caractéristique : i = Û et u — F-, ), 


£ 
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** giî êDpj-âx3 


Oïl a dyne : 

Lgj((P) = - £(, 

et le courant j(f) va croitrc à partir dcO. Tant que 
i(f) < Ig* la tension n(r) conserve la valeur 
l’équation fixant l'évolution Je i(f) s'écrivant s 

r lï ■ , i dï "*ft -, A , „di , _ L 

E,! - Rj + L— =* — S II f) + T— OU T = - 

ü df R df R 

représente la constante de temps du circuit L-Rl L'intégration de cette équation donne : 


m = =?o 


fï ï unique ifO ^ \ 0 _ 


Donc deux cas sont à envisager ; 
*l"casi5^l D soit R5>Rj (&e= f) 


On a bien» pour tout t, 


Ht) * f{l -r'*') 


i , . , . di 

Dis Ion, tr, = L— =>u L = 


di 


u L (f) = E^e' 


D'où Les graphes 
ï 



«(f) 


* 7f cas : R < R fl 

La première phase décrite précédemment s'arrête à l'instant f 0 td que i{ h>) = l ffh d'où : 



À cel instant, on a w(!) ” E 0 et fft ô ) “ l 0!t d’où 

N[(t| ) ■ u(/|j }- ) = Eg — R|q > 0, 

Pour f > f fl , le courant i{f) se fixe à \ 0 et la tension u L tombe è zéro et s n y maintient, 
u passant a La valeur : u s Rï^# « L s Rl 0 . 
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D'où 1m graphes : 



û ^ t o % t 0 ^ t 

3. Application numérique : 

Il nous faut donc comparer et R. 

E„. 40 

Or IL, = — - s 4 fcft et R = 2 ltfl h ce qui implique' It < IL er l’éro- 

^ I 0 10 ■ 10"’ H H ^ 

Lution du système correspond au V cas aussi bien avec C qu'avec L 
Les autres caractéristiques sont données dans le tabteau ci-dessous : 
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Optique géométrique 


Prisme à réflexion totale 

Un rayon Lumineux arrive sous incidence normale sur un prisme de 
verre d'indice n r et ressert parallèlement au rayon incident après 
deux réflexions totales sous une incidence de 45" à l'intérieur du 
verre (t/ r figure) r lorsque le prisme est dans l'aie 
Far contre. La réflexion totale n'a pas lieu si ta partie inférieure du 
prisme est plongée dans l'eau. 

Dans quelles Limites se situe la valeur de L'indice n ? 

4 

L'indice de L'eau vaut et L'indice de fait sera pris égal à 1, 

Ml. Ce fVdt g&Voir 

« Loi de li réfraction (Descartes) : cas de h réflexion totale 

Ml» C!e cfu’l] doMpreîi^fe 

Le rayon émergent peut ne pas exister (réflexion totale) lorsque l'indice du second 
milieu est plus petit que celui du premier milieu. La condition d'existence de ce rayon 
dépend de l 'angle d'incidence et du rapport des indien des deux milieux. 

■3, Solution 

Considérons la réfraction d'un rayon lumineux entre deux milieux d'indices respectifs 
fret n. D'après la loi de Descartes, a sini = n'&ini' 









V' 


y'"® 



soit HÏnr J = Aflni avec, dans Se Cad présent, 
fl 

i = 45“ et sini - — d’cii : sinf * — (1) 

2 2 n 

La réflexion totale correspond au cas où il n'existe pas de valeur de V vérifiant cette rela- 
tion, donc pour : ^ ^ > 1 , 

Dans le cascontraire, il existe un rayon émergent dans la direction i' définie parla rela- 
tion ci J. 
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D’où les deux conditions : 

- dans l’air, »'s I , et la réflexion totale exige n > ^ - Jl t 

J2 

-si le prisme est plongé dans l’eau | n* = ^ \ il existe un rayon émergent, ce qui 

, ^2n f 4 J 2 

implique : n ^ —=■ ^ 

Jl - 1 

ce qui donne, numériquement : [ 1,414 <k ^ 1,8! 


Un tri dispositif peut servir — par exemple - de détecteur de niveau d'eau : tant que le 
prisme baigne dans l’eau, le faisceau émergent est très atténué, alors qu'il a l'intensité 
du faisceau incident lorsque le prisme est dam l'atn 


Doubleur de focale 

k L'aide d'un objectif - assimilable à une Lentille mince convergente L de distance focale 
/' *■ on désire former L'image d'un objet réel A0 sur une plaque photographique située 
i une distance D de l'objet, 

1, Entre quelles valeurs peut varier D pour qu'il «n soit ainsi ? Préciser la distance d 
séparant La lentille de la plaque photographique {cm se Limitera à â «= ^ ). 

2. La Lentille convergente L restant fixe par rapport, à l'objet AB r on recule la plaque 
photographique, et on intercale entre celle-ci et L une lentille divergente l t de 
« distance » focale f\ = -6 cm. 

Comment doit-on placer pour que le grandissement linéaire du système soit mul- 
tiplié par deux ? De combien a-t-il fallu déplacer la plaque photographique 7 


Il, Ce api’i] ffr-ul savoir 

» Relation (s) de conjugaison pour une lentille mince, 

* Objets er images réels ou virtuds. 

Jl, Ce faut comprendre 

1. Le principe de J appareil photographique exige que l'objet et l'image soient réels, ce 
qui ne laisse que peu de possibilités- . . 

2 . La lentille divergente L l doit donner une nouvelle image, agrandie et toujours 
réelle £ c’est celte condition qui va déterminer la position de L, par rapport à l'image 
de l'objet don née par L 
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■ So]\Lliûh 


1* L’image A'B' d'un objet réel AB donnée par b lentille L est déterminée par la posi- 
tion du point B\ intersection du rayon BO (qui n'est pas dévié dans L) et du rayon 
émergent IF' correspondant à un rayon incident parallèle à l'axe de L 



Dans le cas de figure. B' est réel ; il est virtuel lorsque BO coupe le prolongement (à gau- 
che de L) du rayon IF'. Il but donc que A soit à gauche de F (FA < 0} cequJ Implique 
(relation de conjugaison de Nçwtçin ; FA' F' A' ■ -/ 2 < Û}quc A' esté droite de F', + * 
En utilisant La relation de conjugaison de Descarles ; 

- 1 

__ p f P ~ f ^ __ 

Avec p' - OA' - d-, p - OA et D = AA' = AO + OA' = -p + d. 


il vient 


et 


1 — - 1 

2 + D-d * f 

l i ] 
D-d "frf 




Traçons le graphe de D(rf) pour tf ^ f* : 



ci D—d-tf* ; 

* la courbe a pour asymptote la droite : 
D = d+/ J ; 

■ d — tf par valeurs supérieures ; 

l> — » +w ; 


* b courbe admet un minimum D m pour 


3d> 

tïd }j m 


0 ce qui conduite rf m - 2/ 


et D m 
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Les solutions cherchées (avec d ^ y ) vérifient donc f* d =£. 2/' 
et +w > P ? 4/L 


Remarque : pour D fixé (D > 4f*) , les valeurs de d supérieures à — correspondent à 
échanger les rôles de L'objet et de ! 'image (D et D - ri jouent des rôles symétriques dans 
lu relut ion de Descartes , , Ces valeurs de d correspondent aussi au cas où. Limage est 
plus grande que l'objet (cas de la ■■ macrophotographie », . 

2, La lentille divergente L, doit transformer l'image précédente A'B' en une nouvelle 
image A C B| Sur la plaque photographique, telle que : 

JY,! “ plïl =2 et Ajllj réel 

soit 0 , A , = p ' > G {en notant 0| le centre de Sa lentille L|). 

En utilisant la relation de Descartes, avec 
p { * O i A'; 

J _ 1 I 

Pt Pi 77 1771 

— = 4- + irn > 0 puisque p > 0, 

Pt p7 |/7| 

Pi - ÛjA'>0 montre que A'S' joue le 
rôle d objet virtuel pour L l , ce qui est Cohérent avec l'énoncé : on a placé L, entre L et 
la position initiale de la plaque photographique.,. 

Le grandissement Yj est donc positif, et t 

Ti ^ +2 - y ^P\ = 2p, 

et (relation de Descartesj : 



*Pt - 2^' I rt Pi = l/i 


1 1 1 
Vi ~P» ” ~FTJ' 

La plaque photographique doit se trouver dam le plan focal objet delà lentille diver- 
gente L^Céle-ci étant placée à une distance -|/i | * î cm en avant de la position ini- 
tiale de la plaque photographique. 

Il faut maintenant reculer la plaque photographique d’une distance : 


Pi 


‘Pi ” ||Tt| - 3 cm, 
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Ou peul facilement construire l'image de l’objet AB dans les deux cas envisagés ; 



A, 


B, 


tTd m m £ n J ri r rei 



\ Pour la seconde question, an peut remarquer que l'introduction de la lentille L, ce le dépla- 
cement dç la platpLç plMVKigr*pbit|l»T wnt irKlépçrKUntS 4e 1 
-Ii« mise au point liée à la dislance de l'objet A Et à ta lentille L, 

- la distance totale/' de cette lentille. 

Un tel disposilif. adaptable i un appareil photographique, csl appelé * doubleur de focale w ; 
l’image est agrandie d'un facteur deux,, ce qui correspond (pour un objet éloigné, pratique- 
ment i L'infm) 1 l'image que Ton obtiendrait avec une lentille unique de focale 2f : 
pour À t rts éloigné OÀ* — *■ OP' “• f* 

et. pour a donné : A'B' - Cl OA'^dOF^ftf ((test petit 



La dimension de l'image est pratiquement proportionnelle à/* ... 

[t est également possible de généraliser ce dispositif (grandissement linéaire multiplié par 
un facteur N donné) : il suffit de reprendre les calculs du 2. 

Mais la qualité dé l'image obtenue diminue rapidement lorsque N 1 augmente, car ce dispo- 
sitif revient i agrandir la partie cent raie de limage donnée par l'objectif seul. 
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^ Association de deux lentilles 

Soit u o système centré constitué de deux lentilles : 

- une lentille L, convergente de centre O, et de distance focale f\ * a = OjFj î 

- une lentille L, divergente de centre 0 2 et de distance focale f 2 - -a - 0 2 f| . 
On note e - 0j0 2 - 



Oi 

o. 

Fl 

Lt 1 

FÎ' F \ 

h ’ 

■ L? 

o n 


e> 0 


1. a. Déterminer, en fonction de e et o, les grandeurs OjF et Û ? F', où F et F' sont 
les foyers objet et image du système, 

b + Faire deux constructions géométriques séparées et commentées permettant de 
définir tes pointe F et F'. 

2. a* On considère un objet AS situé dans le plan de front de F! (A = F t ). 

Donner une construction géométrique claire et commentée définissant l'image A'B' 
de AB. 

En déduire, dans ce cas, la valeur du grandissement linéaire y, 
b. Retrouver le résultait précédent [valeur de y) par le calcul, 
ç. Montrer que U connaissance des positions des foyers F et F' ainsi que de La propriété 
démontrée au Z. a. est suffisante pour construire L'image d'un objet quelconque. 


11. Ce faut S&Voir 

» Lentilles minces convergentes ou divergentes : Formules de Descartes ou de Ncwton- 
■ Grandissement Linéaire, 

* Constructions géométriques. 
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i 


y 

ü m. Ce gÿu*i] f&ul goMpreh<frg 

1* Les constructions géométriques utilisent des rayons particuliers : 

- fSyOft parai lélL’ à È'asç J 

- rayon passa ni pa r le centre d 1 Une lentille ; 

- rayon passant par un Foyer. 

* Il est également intéressant d’utiliser les propriétés des foyers secondaires d’une !en 
tille, c'cst-â-diredcs points se trouvant dans le même plan de front des foyers et F- . 

2. b. lV>ur le calcul de y, on prendra un objet AB quelconque (A non confondu avec 
F,} puis on fera tendre A vers 

2, C. On cherchera à déterminer l image A'B' 1 d'un objet il partir d'une simple cons- 
truction géométrique utilisant à nouveau des rayons particuliers. 


W> Solution 

1* 3* 

n Point focal objet F du système des deux lentilles ; 

Jti Sj 

F — * Aj — * “? (par définition de Fl, 

*1! 

ü en résulte que ; Aj s P 3> d’où F F :î . 

Utilisons alors la formule de conjugaison de Descartes appliquée à la lentille de 
centre O, , de foyer image FJ ? 

cv] <V ~ QJ\ 

or O, FJ sa 0,Fj s OiOj + OjFj =■ e+ a. 
e* a o f p a 
ÔJp f + ti ri 

D’où oJf 


a(f + d) 

fl - C - ri 
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Commentaires 


Pour r — ► 0 + , G t F — » et le fuytr F est rejetai (‘WM, te qui est normal puisqu'alor* le* 
deux lentilles canbnducs âiat de locales opposées n'ont plus d'effet sur ta rayons lumineux. J 


■ Point focal Image F' du système des deux lentilles $ 

On a cette fois-ci : 

, $1 t ^ , ( , 

« ->Âj — ► V ( par définition év ï >, 

Jg 

D n où A| = et Fj -4 F'. 

Soit avec la formule de Descartes pour la seconde Lentille de centre O,, de foyer image 

PJ = 

î i_ _ i 

oTf ôjpf ~ o^f 

or OjFj = -a et OjFj ■ O z O, + 0,F| - -e+u r 

d’où =L— L.i => ’ i + _L 

Oj F' -0 OjF ~ p 


et 


0,F f = 


e 


Oomfflewtfltfes 

^ 'Onaégalemem O^F' -* + ~ quand «H* 0 (même raison quec i-desstts}. 

» D'autre pari, pour et = t t □ vieni OjF' = 0 et Le foyer image se confond avec le centre Oj 
de la lentille if j : 
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1. b. Constructions géométriques. 
■ Foyer image F' ; 



Un rayon parallèle à Taxe converge vers FJ après la traversée de li 1 , , Pour dessiner le rayon 
émergent de X lt on considère le rayon « fictif» SO, parafJèteà F] R> S appartenant au plan 
focal image de Les rayons parallèles SO> et F, R donnent après, la traversée deifj des 
rayons Émergents dont les prolongements passent par S (loyer imagé Secondaire), 

On aurait également pu considérer le foyer secondaire objet T situé dans le plan de 
front de F, et obtenu en prolongeant la droite Fj R. 

Les rayons N0 2 et FJ R qui convergent en T ressortent donc parallèles. Le rayon Ü0 2 
r'élanl pas dévié, tu a RR' parallèle à 0 2 T, 

Commentaire 

^ la ligure, on a # > a et Ô^P r s (-< s 0) f eonfornsénienl à la formule 0 3 f 
■ Foyer objet Fr 




La construction peut se faire en sens inverse. Étant donné le rayon émergent NK',, 
parallèle I Iaî«e h on construit le rayon incident pour RN h dont le prolongement 
passe par F*. Ce rayon coupe le plan focal image de-Sj en S', foyer image secondaire^ Il 
suffit alors de tracer la droite FR,, parallèle à G, S' (les rayons incidents parallèles SO, et 
FR convergent nécessairement en S*, SO, n’élanl pas dévié)* 
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2* a. On a ici A = F, d’où : 

A ■ F, — i «■ -+ Fj et donc A = F, F; , 

■ Construction géométrique : 



Le point B appartient au plan focal objet de 51,» il a donc une image par rapport il 
U M 2 située dans le plan de front de F' 2 (B est dans te plan de fronl de F, K 
On obtient B' en construisant le « rayon * passant par O-, et parallèle à BO, : les rayons 
parallèles B'Ü ; , et O, N sortent de ^en semblant diverger à partie de B'. 

Or B'Qj U UO] => les angles ÀO^E et À'OjB' som égamt. 

De plus* AO | = n = A'Qj. 

On a donc : 

AB = Â'B'=>y = -l-l. le grandissement linéaire y étant donné par y = * 


li Conclusion : 


A - F, => A' = Fj 

y - +1 

2. b» Retrouvons le résultat relatif au grandissement linéaire y. 
Prenons un objet quelconque AB (A n’est pas en F,). On a : 


T = ïi h 

et d’après les formules de Newton r 


Yi 


Fl£i 
F, A 


et 


Yz ^ 


ÏÇÔ 2 


(on a privilégié F, pour i £ , et F| pou r if 2 )- 
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Exercice soî 


F,0, F A Fi A' — 

D où - 4z^ car F.O, - K O, « a 

F, A F^Oj F ( A 

2. , 

or A^A t ->A avec: 

F^Â-F; AJ = -q 1 

ci Fjxf * ipc* s -tfi. 

Soit encore : 


pf A + ffÂT J - -«* 



Quand A tend vers F,, on a montré que A' se confondait avec Fj f d'où Fj A" = 0 et 
7 s | comme il se doit. 

2. C* Image d'un objet quelconque : on va utiliser les propriétés des points F et F', ainsi 
que les plans conjugués [F ]? F J ] pour lesquels le grandissement linéaire vaut +1. 



Étant donné l’objet AD, on construit : 

-le rayon parallèle à Taxe issu de B : le rayon émergent A s correspondant a un prolon- 
gement qui passe par F\ foyer image du système. D'autre part, les points S et S 1 sont 
images Ils appartiennent aux plans de front de F, et FJ , plans conjugués pour 
U 2| ( avec Y = +1 ) h le point D'æ trouve donc sur la droite A L pa|$an| par S' et F' | 
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- le rayon issu de H er posant par F foyer du système : il ressert parallèlement à Vtxs, 
or les. points N e| N' sont conjuguas (comme S et S') i !e rayon émergent & t est celui 
qui parallèle ï l'a xc a un prolongement qui passe par N' ;. B' est situé sur & Jr 
En conclusion, on a B' = fl A : . 


•.••• Miroir équivalent 

On considère- le système optique constitué 
d'une lentille mince convergente L (centre 0 ;H 
distance focale /' ■ 1,5 m ] et d r un miroir 
sphérique concave (sommet S a „ rayon R-lm, 
avec O^Sj = Int), 

Montrer que ce système est équivalent â un 
miroir sphérique unique, miroir dort on préci- 
sera Le centre et le sommet. 

Ml, Ce f&iii f avoir 

■ Propriétés des miroirs er des lentilles. 

* Formules de conjugaison. 




j 


01 S, 

I" 


Ml. Ce ^u’i] fauj doittprefltfrc 

Les propriétés remarquables d u centre et du sommet d’un miroir permettent de déter- 
miner facilement les points de l’axe du système qui possèdent ces propriétés spéciftqües- 
II reste alors à démontrer que la connaissance de ces points suffit à déterminer complè- 
tement la correspondance objet-image. 


Solution 

On sait que tout rayon incident dont le support passe parle centre d'un miroir sc réflé- 
chit sur Eut- même au niveau du miroir. 

Or. ici, le antre C h du miroir (de somme! S L } est confondu avec le centre O, de la Icn- 
tille L (R = 0,S,) : 

tout rayon incident passant par O, se réfléchit sur lut-méme dans le système 
{ lentille + miroir} ; fl a les propriétés du centre C d’un miroir. 
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D'autre pari un rayon incident arrivant au sommet S d'un miroir donne un rayon 
émergent symétrique par rapport à Taxe, 

Dans te cas présent* le rayon incident qui* après la traversée de la lentille L, se réfléchira 
en S, sur Le miroir» aura ensuite un trajet symétrique par rapport à Taxe du système» et 
émergera donc symétriquement au rayon incident. 


J 


% 



1 

- , 

% 



1 


% 



Ôy 

l] 


F- 


Jl s 


Sj est donc l'image a travers L du point S intersection du rayon incident avec Taxe. 
Le point S est déterminé par la relation de conjugaison de De&carbes. 

J__l _ J_ 

F p F 

avec p' s O t S t , p s= O, S 


soit 


p " p' r " ^pt 


, 1SL 
r-p' 


d'ûù: O jS 


l x 1*5 
L5-] 


- 3 m. 


Un rayon incident « visant * S donne un rayon émergent qui semble venir de S: le 
point S joue le même rôle que le sommet d'un miroir, . . 

La connaissance des propriétés du point € = 0 3 et du point S suffit pour construire, 
dans tous les cas^ L'image d'un objet AB donné : 

B ( est l'image de B dans L ; 

Bf est Timage de B ( dans le miroir de sommet S È ; 

B' est l'image de B , dans L (traversée en sens inverse). 
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Le point B' est directement déterminé comme rintOKCtwa du râwii ESC (qui revient 
sur lui-mème) et du symétrique du rayon BS : il ira âge A' B J obtenue est celle donnée 
par le seul miroir de centre C et de sommet S. 

Commentaire 

I Ceîte équivalence em re Je système { lentille + miroir J ei un miroir unique est générale t le 
miroir ecfulvilenE «t toujours déterminé par scs deux points remarquables ; 

- le sommet S„ point dont l'image par L est le sommet S, du miruir ■ vrai », 

- le centre C« poin t demi l'image par L eit le centre Ci du miroir * vrai a. 

Ceci suppose que les points C et S restent à k. distance finie 


Viseur 

Un viseur est constitué d'un objectif L, (assimilé à une Lentille mince convergente de 
distance focale /' » 10 cm) et d'un oculaire L z (assimilé â une Lentille mince 
convergents de distance focale f \ ■ 2 cm), La distance SJ entre l t et l z est 
réglable, 
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Exercice îûs 


I 


1. Déterminer D pour que Le système soit afocal (réglage pour b vision à l'infini). 
Représenter La marche d'un pinceau Lumineux venant d'un point a infini dans une 
direction faisant un angle a avec Taxe du viseur. 

Calculer Le grandissement angulaire G ■ — de l'appareil (a' est l'angle que font les 
rayons émergents avec l'axe). 

2. On règle maintenant Le viseur pour que l'œil d'un observateur, regardant à travers 
L'oculaire, voit nettement, sans accommoder, un objet AB situé à 20 cm en avant de 
La face d'entrée de l'objectif. 

a. Déterminer la nouvelle valeur de D, 

b. L'observateur voit alors l'image de ÂB sous un angle cL. Calculer, en dioptries. |a 
quantité P s 

c. En accommodant, l'œil peut voir des objets situés au-delà d'une distance minimale 
d m = 2Q cm. 

L'œil de L'observateur ayant sa pupille dans Le plan de l'image de L 3 donnée par l lt 
quelle région de L'espace objet peut être vue nettement par l'observateur regardant à 
travers le viseur ? 

RI Solution 

1. Pour que Le système Soil sfuCal* il faut qu'un objet à l'infuti sur 1 axe dit Sûn image 
également i L'infini Air 1 axe. 

L'Image par L, du point I l'infini sur l'axe est le foyer image K de L|. 

Pour que l'image finale soit à L'infini sur l'axe, il faut que l'objet intermédiaire soit au 
foyer objet Fj de Lj. 

li faut donc que FJ et F 2 soient Confondue 
D'où t D = Ô]T; + = f\ +/j, 

Soit D = 12 cm, 



Un point source B k l'infini en dehors de l'axe du viseur - dans une direction a - a pour 
image dans L, un point B t du plan focal Image (plan de front de F( ....). et ce point B È 
a pour image dans L 2 un point B' à L'infini dans une direction a', d'où b marche d'un 
pinceau de rayons lumineux : 
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r r i3i r,u, , 

w = ; — _ a = (angles petits : approximation de Gau») r 

o,f; o 2 f 2 

et ~ ' _ l±_ a Jj_ 

V - ÔJ, " -fl - fl 

soit G = — » -5, 

a 

2 „ a* Pour que limage finale soit à l'infini, il faut que l'image intermédiaire de l'objet 
AB soit dans le plan focal objet de la lentille L,. 

On a donc géométriquement : 



Et pr le calcul : 

p = 0,A = -20 cm 

p* - OjA| 
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rn SOI' 35L3J&K3 


lu re [union de conjugaison de Descartes s'écrivant : 


i_I « ± 

f " P " /s 

F /a F 
Oit A alors ; 


soit 


( /; - O, Fl S 10 cm) 


soïr 


f = 


F/I 

F+7Ï 


D = O L 0 : = 



D - 22 on» 


°A +F A - P'+/î 


/; 


2. b. Reprenons, la construction de l'image de A,B S dans L> : 
l'angle a' étant périr : 

04 à|bÏ 

a = ==*■ - TT- 

f;o, -fi 

Utilisons le grandissement y, dans L t ; 

_ ÂjÏÏj _ 0,A t 

ÂS ô|Â 

Il vient alors : 

p m Vf m «' A l B i _ ( \ \ _ £ m l_ ^ /î 

" âb " ab " l /; J f " TT P +/1 

soit, numériquement : 

p = -TTîSTTô - +50d»piri« 

(dioptries t inverse d’une longueur espr innée en Mètres } t 

Z. C Déterminons d'abord la position de l'tmL de l’observateur c 'esl-à-dîre l'abscisse 
de l’image de L, dans L> ; 

J_ _1 s 1 
/ P /[ 

avec p = 0 2 0, = -P et p' = 0|0' 

l + i s u 

p' P fi fl [J 

, D/î 

ct p = s^TT ~ 2,2 cm ’ 

Pour être vue nettement par l’observateur J’ Image A' b' doit vérifier 
d m « A "O' « +*». 
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Or A'O' * A'H + fj0 2 + OjO" = A r Fî + f' 

d'oii : d m + /| - p 1 * ^ A # Fï ^ +■■• 

et: -«> ^ FjA'^-lf^&an - -J 

{ d n +/J -p f = ] 5.4 cm). 

Utilisons alors les. formules de Newton : 

F^Â - FÏÂ" l = -/[* et PTÂ; ■ F 2 A j - -f^ 

en posant F, A - x i 


d'oti : 


et : 


F > A| = ( _ ir) ■ ^ + F î A ' ■ tD - f > -/ i ) - 4% 


iL = D-/;-/'Æ 

Hh' * 


FjA' 


, /? 
D-/Î-A + 


/ï 2 


La position x de l'objet AB doit donc vérifier la double condition : 

£_ 


r*2 

D-zi-r,*^ 

f f 2 f*2 


-f 


- d> -/i) » ^ * -(d-/: +^r) 




et finalement : 


f? 




D-/WÎ+^f 


JC-J- 


Numériquement, on trouve : 

x miri = -10 cm. ce qui correspond a la position de AB pour laquelle l'œil n h a pas à 
accommoder 

Jc mii = -9 ? 8tm P l ecil accommodait! alors au maximum. 

L'observateur ne pourra voir nettement que les objets situés dans une n tranche * 
d'épaisseur Ax z= 2 mm. 
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Exercice 3« * 


^ Association de deux miroirs 

On considère un système optique (du type objectif de télescope) constitué d'un 
miroir principal sphérique concave (de grande taille, centre sommet S lP foyer F,, 
avec C 4 S t * R t = 6 ra } et d'uri rïiiirûir secondaire sphérique convexe (beaucoup plus 
petit, centre t ?r sommet % f foyer F 3 , avec CjS 2 = Rj. = 6Û cm). Ce second miroir 
est placé de façon telle que F,Sj * 20 cm. 



(échelle non respectée pour La position de S r .O 


On observe un objet Lumineux infiniment éloigné, de diamètre apparent o - 0,2* : 
les rayons Lumineux sont reçus par le miroir principal, qui les renvoie sur Le miroir 
secondaire. . . Déterminer Les caractéristiques (position, dimensions) de l'image fournie 
par ce système. 


8i Solution 

■ Le miroir principal donne, de l'objet « à Fintini », une image dans son plan focal. Si 
le télescope est pointé vers le centre de l'objet, l'image est centrée sur le point F,, et un 
point A du bond de l'image est donné par la construction classique : 



Le faisceau de rayons parallèles issu d'un point du bord de l'objet arrive en faisant 

l’angle ^ avec Lave du miroir, et se réfléchit en un faisceau convergent au point A. 

A O 11 | 

L angle o étant petit, F,A ■ ^ • F|S, - | ■ — , 

(le foyer F., est au milieu du segment C|S| Jl 

P'oû la dimension de l'image ; AB = r Re- 
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■ L 1 image AB «rt d'objet virtuel pour le miroir secondaire (d’jprte b position de 
cdtii-d,..), qui en donne une image AH\ que l'on construit facilement : cette image 
A'B'est centrée en F g, conjugué de F, dans le miroir secondaire. 



En appliquant la relation de conjugaison de Deïcaries (pour le miroir de sommet Sj) ; 

w=p. ÿw. «ï+htèr^ 

.1 1 . 2 

sent —, = - 

P P r ï 

F r j 


*P -* ■ 


R î + 2p 


et p' - 60 cm 


avec un grandissement : J 2 s ^ = +3* 

D’où la dimension de l'image A J B' : 


A' B' sï 3 -AB« ^ 2 R,* = 9 > + - 3,14 cm. 


Commentaire 


La dimension de l’image obtenue donne un bon ordre de grandeur de la dimension 
minimale que doit avoir le miroir secondaire pour recevoir tous les rayons quïsefiOJlt réflé - 
chis sur le miroir pricipal : le faisceau de rayons convergeant vers lr point À est très étroit, 
et *<ra complètement * intercepté * par le miroir secondaire si celui-ci a un diamètre de 
L’ordre de A'B'. 

Le miroir principal peut être beaucoup plus grand ; un diamètre de flfl cm correspond k un 
diamètre angulaire ^ de l’ordre de 7,7’, ce qui est compatible avec L'apprcuimatLon de 
Gauss... 

On vérifie bien que le miruir secondaire n’occulte qu'une faible partie de la surface du 
miroir principal, ce qui est essentiel pour une bonne luminosité de l'appareil. 
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\$ji « Mise au point » pour un objectif photographique 


On assimile L'objectif d'un appareil photographique h une Lentille mince convergente 
(L) de centre 0 et de distance focale image f\ 

La distance d entre (L) et l'écran (£) où se trouve La pellicule sensible est variable, 
ce gui permet d'effectuer ta mise au point. 


1- On désire photographier des objets dont la distance x à (L) varie de jr m à l'infini. 
Dans quel domaine doit pouvoir varier d ? 

Calculer les valeurs extrêmes et d^ de d pour x m - 6g cm et = 50 mm. 


2* Le faisceau entrant dans la lentille est limité par un diaphragme circulai « (D)dont 
Le diamètre <p est variable, afin de laisser entrer dans l'appareil plus ou moins de 
lumière, 

(On supposera le diaphragme accolé à la face avant de la lentille). 

On appelle « ouverture relative » de l'objectif le rapport p s i La suite usuelle des 
valeurs de N est 2,8 r4 ; 5.6 ; S ; 11 et 16. 

Comment varie La puissance Lumineuse reçue par la pellicule quand on passe d'une 
valeur de H â la suivante 7 


Expliquer Le lien entre la suite des valeurs de N et celle des durées d'exposition T B (en 
seconde). 


15’ 30’ 60’ 125’ £50’ 500 


3. L'appareil étant mis au point « sur l'infini », un point Â situé sur l'axe à distance 
finie donne, après développement, une tache circulaire sur la pellicule. On admet que 
l'image reste nette tant que cette tache n'est pas plus grande que La taille moyenne 
g des grains de L'émulsion de la pellicule. 

Déterminer l'expression de la distance hyperfoeale L^, valeur minimale de x pour 
laquelle L'image d'un objet A reste nette. 

Exprimer Le résultat en fonction de g,/' et H, 

Calculer L c pour N = 2,8 et N = 18, dam Le cas oü g = 0,02 mm. 

La profondeur de champ ? f est la zone de l'espace objet pour laquelle limage est 
nette : quel est, qualitativement, le lien ente N et P, ? entre P r et/\ 

4* Pour améliorer La profondeur de champ, dans Les appareils sans réglage de mise au 
point, an fixe U distance à à une valeur d 1 telle que limage d'un point à l'infini reste 
nette. 

Donner l'expression de d, correspondant à la profondeur de champ maximale, en fonc- 
tion de g,r et N {on a d, >/'), 

En déduire L'expression de la nouvelle distance hyperfixale L^: orr l'exprimera en 
fonction de/' et 1^, et on en donnera La valeur pour N = 2,8 et H « 16. 
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1* Construisons d'abord limage A'B' d‘un objet ÀB situé à la distance x de (L) : 
limage A' 8' doit se former dans Le plan de ta pellicule photographique, à la distance d 
de(L). 



La relation de conjugaison de Descartes - 
p' = OA' = â et /' = DF': 


à 


+ 


i 

x 


l 

r 


i i i 
à ~ f~x 


soit 



avec à Osoit 


*>/'♦ 


d est une fonction décroissante de*» et la condition : 
=£ x =£ w 
correspond i : 

^ ^ ^ ^r,in - f 


£z£ 

4 f 




Le calcul donne : 



d,,,*! - 54 h 5jntn 


2* La puissance lumineuse reçue par la pellicule est proportionnelle à la surface du 
diaphragme» donc ^ ty 1 , et - pour/' donné -i — ♦ 
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Exercice jot *** 


Calculons la suite des valeurs de N 1 : 


N 

2,8 

A 

5,6 

S 

11 

L6 

N î 

7M*& 

16 

MA* $2 ' 

64 

121 * 12$ 

256 


La suite des valeurs de N 1 , aux erreurs d'arrondi près - correspond à des valeurs suc- 
cessives de la suite T* : à chaque lois que t'on augmente N d’une valeur à la suivante, la 
quantité de lumière reçue par la pellicule est divisée par 2. 

La suite des valeurs de T ç étant construite également A partir des valeurs de un 

changement de diaphragme et une modification de T r en sens inverse (d'un même 
nombre d’unités) laissent inchangée l'énergie reçue par la pellicule, c'est-à-dire son 
« exposition » (imposée par la nature de l'émulsion, plus ou moins « rapide»,,.) : 
énergie = puissance lumineuse X temps d’exposition, 

2* l,a mise au point «sur l'infini» correspond I régler l’objectif pour que 
<f = * /'< 

Or, pour un point A à distance finie, l'image A' se forme eu arrière de ce plan (objet et 
image sc déplacent dans le même sens}. 

On a donc ; 



ce qui correspond dans le plan (El - plan de front de F* - à une tache d'autant plus 
grande que le diaphragme a une valeur N plus petite. Pour un diamètre $ du 
diaphragme, la tache dans le plan E doit avoir un diamètre maximal épi à g, sotl h avec 
OA' = tV et QF" - /' 


É * 
♦ 


(triangles semblables) 


soit, avec d* 


hf' 


i*-r 


r, (if L) rt $ = 


c 

(T 
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SI.1-C. 1- 
/' 7 


i 


S,L 


I ~ 

Numériquement, pour N = 2.3, i 6 - 44,6 m’ 
pour N = 16, = 7,3] m, 

La profondeur de champ est d'autant plus grande que Lq est plus petite : on peut par 

exemple la caractériser par la valeur de p qui varie proportionnellement à : 

L o f 

Cvmmmtititt 

I On augmente la profondeur de champ en augmentant N, ce qui, pour une pellicule donné?, 
conduit à augmenter l ( (pour garder gnr exposition correcte,.. } ( ,çe qui augmente le risque 
de « txjugé » ou de « flou » dû au mouvement éventuel de l'objet photographié. 

k* Dana le cas d h un objet à l'infini, et pour une valeur d t de rf, différente de f\ on 
obtient la figure suivante i 


1 

Kg 



Les triangles -semblables donnent encore : 



soit 


d, =f + Ng 


Le plan delà pellicule se trouvant à cette distance d, de(L}, l'image d'un point objet À 
(I une distance de L inférieure à Lç) sera en un point À', à une distance â* > d,, ce qui 
donne la figure suivante : 
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Si A est ù la distance LJ* de (L) t ta tache dans le plan de (E) est de diamètre et les 
triangles semblables donnent encore : 


avec 


soit 


£ t 
<D 


d'-d l 

~d r ~ 




d * 


Q = , et d'après le 1. t d* * — f -p 

N -f 


- i-(T + N f ) 


l *r 
u*-r 
K-r 
Kf 


U -r _ r-Njt 
/'+% 


cl finalement : 


SL m 

4 r+ug f+Ng 


- r f' + ns 

1 m$ 

B r + xl.£ + b 

2 2N$ 2 2 


soit, puisque L 0 » /'* quel que soit N : 


, L 0 

4*7 


4 - 223 m pour N - 2 h fl 
4 s 331 m pour M = 16. 


OjjnmrtrhJÜ'ei 


Mutuns que l'amélioration de la profondeur de champ obtenue au 4. nécessite un position- 
nement du plan de la pellicule qui dépend de la valeur de N : pour que l'image d'un point 


15^) 
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à l'infini reste lûujmin nette,. J foui choisir la valeur de ourrespcrndani à la pim petite 
valeur de N n et si on modifie ensuite N, la valeur de cl, «‘est pu changé* (ce serait trop com- 
pliqué, le but étant de réaliser un appareil trb simple, ..}, 

Le calcul de 14 n’a donc de sens que pour un appareil a mise au poir» fixe et diaphra^m* 
fixe : pour obtenir des. photos nettes d'objets relativement proches (14 s 4 ni), il faudra 
donc un diaphragme de valeur élevée- .♦ ou rédu i ne U valeur de/* ; pour er 14 inchangés, 
mi objectif de focate/' = 35 mm conduit à N = fl. 

Si J, est Calculé pour urt diaphragme minimal N , , le calcul de L' u en fimctiun de N (à J, fixé] 
conduit à s 


1; 


= r 

(N l + N)ï 


soit, pour N L = 2,8 et N r = 16 (et f s Mpun ) 

14 a (s,ft5 m 

le gain est facile par rapport à L, {cas où J = f ). 

Uopéndoo rfesr intéressante que pour des diaphragmes de valeur élevée pour l’ouverture 
relative maximale. , + 


Étude sommaire d'un microscope 

Un microscope est constitué d'un objectif et d'un oculaire, placés relativement loin 
l'un de l'autre. On peut le schématiser par L'association de deux lentilles minces con- 
vergentes, L t représentant l'objectif et l t l'oculaire : 


Lj L* 


Fl 

F{ F 3 

n 


à 



Pour Les applications numériques, on prendra L t et l £ de distances focales respectives 
f = 1,2 cm et fi « 2 cm. On notera A la distance entre le foyer image de l 1 et 
le foyer objet de L avec à = 16 cm. 

1. L'image donnée par l'oculaire étant normalement situé# I l'infini {ceci afin d# limi- 
ter La fatigue visuelle de l'observateur), à quelle distance de l'objectif faut-il placer 
L'objet â observer ? 

Faire un schéma du tracé des rayons lumineux issus d'un point B de l'objet situé en 
dehors de l'axe du système. 

Calculer dans ces conditions le grandissement de l'objectif, et déterminer la dimen- 
sion angulaire a de l'image vue par l'observateur. 
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2» Quand [objet, placé à une distance d de L'œil de L'observateur, est directement 
observé à l'œil nu r il est vu sous un angle a'. 

Calculer le rapport ^ = 6 C# grossissement commercial du microscope. Faire Fap pli- 
cation numérique (d ■ 0,25 m). 

G, 

La quantité -y est appelé#*: puissance intrinsèque w du microscope ; donner l'expres- 
sion littérale de cette puissance intrinsèque. 

1, Le microscope n'étant pas parfaitement réglé, limage observée n'est plus à l'infini, 
mais on suppose qu'elle se forme i La distance d précédente au-delà du foyer image 
de Lj : grâce à l'accommodation de l'œil, l'observateur la voit encore nettement,.. 
Par rapport à sa position initiale (question 1.), d# combien L'objet a-t-il été déplacé ? 
Ce déplacement correspond à la « profondeur d# champ * du microscope,.. 

Le rapport ^ a-t-il été modifié 7 
Si oui, calculer sa nouvelle valeur. 

4. On remplace la Lentille L; par un oculaire dit h de Ramsden », constitué de deux 
lentilles convergentes L 2 identiques à La précédente, placées à la distance e = 1 cm 
L'une de L'autre. 

L'objet étant placé dans La position du î„ comment faut-t-il placer ces deux Lentilles 
pour que L'image donnée par cet oculaire ie forme encore à l'infini ? On déterminer! 
précisément U position de L'image A.' donnée par l'objectif (image de A situé sur Vwk 
du microscope) par rapport aux Lentilles de l'oculaire. 

Faire une figure du tracé des rayons lumineux issus de &' et traversant l'oculaire. 

Le rapport —, est-il modifié 7 
a 

Si oui, calculer sa nouvelle valeur. 


B SoluUoh 


1» Pour que ]' image donnée par P oculaire soir située à ] Infini, il faut que l'objet cor- 
respondant (image intermediaire) soit placé cri Fj. 

âfi ÏÈ t 

On a ainsi A — — * A t « F { — —* Àj a l'infini. 


En utilisant la formuk de conjugaison de Newton» on a donc : 

m fTf i = -/; 1 




Apptimtim numérique : F,A = -Q,Q8 cm ■ -0»3 tlllB* 


Conclusion : A est pratiquement en F, (l'échelle n’est pas respectée pour la figure). 
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ï = 


-TT 


Déterminons kgrandissemenl de l’objectif: 

Pi A 1 û 

ÏÏÔ, ~~K 

Application numérique : y = - 15, 

Soit a la dimension angulaire de Limage vue par l'observateur : 

A ] B| . ,AB A 

a = tana ~ ™ s \y\jj- = ^AB. 

ü 2 F Ï h J 1/2 


2* On a : tan a' - a* - (vision directe : d correspond à la distance minimale 
d'accommodation pour l'œil), 

* a. Ad 

Gi = “ ,= /T 7T 

Application F[UFF[érrjjHe; G É = 187,5. 

( G. 

La puissance intrinsèque^ est définie par §P[ = -A 



Application numérique : 3Pj = 75Û m~ L (7?Û dioptries). 

3, On applique à nouveau la formule de conjugaison de Newton [nouvelle position de A) : 


(a — > a; -t A 1 


F, AV FJ A, = -f{h F, A f; a; «-/;*. 


P - 


= Wi + h?\ - i-'-ÿ 

fV “ A 11 <* A J 
4 --J 


( Fi a; - d >0) 
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tH ïVt Mpléxg 


f? 


« ] , un développement limité au 1* ordre noua donne : 

dù i 




L'objet a dont été déplacé de : 


n'fi 1 

d&* 


y soit ? ■ ((M çgnip 


Commentaire 


| La profondeur de cha mp que l'on vient de calculer «t très faible, ce qui ruai fie rutilintion 
d'une vis de mise au point rapide et d'une vis mi crome trique de fin. J 


tt* est inchangé (tt 1 ? ^ ] 

p Q, i / r £ \ f * 2 

et Y ’ = = ' ^ ‘ Fl ‘ ù “ "7 I ^T + T7T lT #: grandissement de l’objet' 

F, A II; * \ d f «/ 1 

rif pour la nouvelle position de l’objet) 

Œ . lïlAB 
fi 

( Ivl * hrl -4r ) 

“fl 

On trouve un grossissement commercial inférieur à celui trouvé au 2. 


a _ il Y N f l 

& fi V\ 


AppUülttOrf ntiniériqtte : — = 183,9-, 


4, Pour que limage de A soit à [Infini, il faut que A' (image de A par P objectif) suit au 
foyer objet de ('oculaire, 

En appelant fj et f| les foyers objet cl Image de la 1 e lentille formant avec L| 
(foyers F, et F|) l'oculaire de Ramsden, on a (cf. figure S) : 

L, 

A * * point à riofitiL 

D’après la formule de conjugaison de Newton : 

fjP x FfPj = -/J 2 


avec P'i^i - F^Oj + QjOJ + - e-2 /| 


d'où 
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D'après la figure 4 : 


o&i n 

D après la ligure 3 : 

,-fjU, = A Û - 7AB -LA = yAB— 

Ù t h* OjFj + FjA' r fl 1 

= ^(^TT 5 ) 

doü ° ■ Ii|ab (^t-'] ** ï ■ l H^r) 

mm 7 ■ -J? tçf **) 


a Ad ( 2f'i-* \ 


On retrouve la valeur initiale du grossissement commercial trouvée au 2. multipliée 

Vi ~ c . + . » 3 

par le terme — —, — qui vaut ici - ■ 

A N.: G. = 28! X 
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Électrocinétique 2 

A • Régime sinusoïdal 

B * Filtres actifs et autres circuits avec amplificateur 
opérationnel 




A. Régime sinusoïdal 


Générateur sinusoïdal 

Un générateur parfait G de tension sinusoïdale délivre une tension e(t) ■ Etes ut, 
avec £ = 220 jï V et to = 2ïü/ f / = 50 H 2 . Il est connecté à deux condensateur C 
en série (C - 7 pF), et L'ensemble constitue une source sinusoïdale de bornes A et B : 



On veut déterminer les caractéristiques, en régime permanent, de ce générateur, 
ii Donner l'équation de la caractéristique - en amplitudes ramptf»i5. - de ce générateur : 
ü = /(I). On posera. R fl = 

2* En déduire U caractéristique, en amplitudes réelles, il ■ ÿ(I) lorsque l'utilisation 
branchée entre A et B est une résistance pure. 

Tracer la courbe représentative de la fonction g. Quel est Le courant de court-circuit de 
ce générateur ? Préciser le domaine des valeurs de I pour lesquelles U 5» 0,5 - U mia . 

Mi. Ot faut savoir 

* équivalente Norton /Thévenin- 
■ Utilisation des amplitudes complexes. 

Cs fVat comprefirfre 

On peut appliquer les théorèmes vus en régime permanent continu, à condition d'uti- 
liser les amplitudes complexes associées aux tensions et aux intensités et les impédan- 
ces complexes qui caractérisent les différents düpOles passifs. 


£ly SoluÜoh 


Point cours 

À une tension sinusoïdale quelconque «{» - l! cos (GM + <p> est associée une 
amplitude complexe U « Ue^, nombre complexe démodulé U et d'argument <p. 
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Ainsi à e{f) * Ecost-Jf, on associe l'amplitude complexe E n £„ 


Le condensateur C est caractérisé par son impédance complexe 
On peut procéder par simplification (Thévenin «Norton)- 


jtflC 



£ 


E 2 C 

On a donc U = = - “ I 


et puisque Zç = — « -y- = -2jR 0 , alors : 



2. Si L'utilisation branchée entre A et B est une résistance pure (impédance complexe 
réelle)* U et I sont en phase, et donc U et jRg, I Sont déphasés de t L. 


En utilisant la représentation de Fresnd, 
il vient immédiatement ; 

U* + <BoI)* - j 


Cette relation peut encore s'écrire : 




équation caractéristique d'une ellipse rapportée à ses axes principaux. 


Chjpitrç 4 - 


ÉlKtietir^étique 2 (i6l 





<u 

£ 


D'où Je graphe de U = #(I) : 

te courant de cou rt-circwit{ U - 0) est doue: 

: ECO » Û,6& A 


. = JL , 

,<e 5 B _ 


2Ro 

soit (I tt ) rf * 0^8 A 

d’où l'expression de I = g " 1 (U) 

'•■ 4 -®' 


'■PS 


et on aura U s 0,9 ■ U HUJt (avec U 
tant que : I 2 


/U V 

«•■’Kif) 



■v 


ixiUi-wn (^f -£-•«) 

t*«Q»19- 1^ 

I « 0.44 I tt 

I ^ 0,21 A (en valeur efficace). 


ü Circuit R LC 

1, La source do tension est sinusoïdale : 

Ht) - E 0 cosot, 

a. Préciser, sirs calculs, te comportement du signal e(f) 
de sortie, en régime établi, en B, F., en H,f, et 

1 S7 

enfin pour o> = w £ - -=' 

M 

b. 0 n notent) - R,( s(t))et,(t) - R { (e(l)),vn: i(t) ■ = £«*“*. 

Déterminer la fonction de transfert H = = » |H|e** (P s -1)* 

Tracer (es courbes donnant G dl = 20log|H| et y en fonction de X = log^J. 
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2* On désire tenir compte de la résistance R de 
U bobine, résistance que l'on place en série 
avec L'inductance pure l. On pose 



L R 



a i P 

9 . Déterminer la nouvelle fonction de transfert H' = | = JH]e JT en fonction de Q 
et de ^ (régime sinusoïdal établi), 

k Tracer les courbes donnant G dB = 20log|H'| et if' en fonction de X = Logf^l- 

On prendra L *= 10 mH ; C = 1,1 nF et R = 12 D. 

c* Pour étudier le régime transitoire on attaque 

Le circuit précèdent par un échelon de tension 

0(f) d'amplitude - La capacité est initiale- ^ " 

ment déchargée. 

Déterminer la tension de sortie 5( t) ainsi que le 

courant f(f) dans le circuit. Les résultats seront 
exprimés en fonction de ûj £ .. 0. £ 0 et t. 


il de «{•a 1 !] f&ul savoir 

► Utilisation des amplitudes complexes 
» Détermination et étude d 3 une fonction de transfert. 


11. Ce ^U 1 !] fWt <rojH.preJirffe 

En régime continu établi {ou — ► 0), une apocitc ne se laisse pas trawinser par un courant. 
Une inductance s'oppose aux variations brusques de courant {intensité nulle pour 
eu — * w)„ 

l> Solution 

1, a. * A La limite en T.B.F. (tris basse fréquence), l'inductance L constitue un court- 
ciicuit et la capacité C un coupe-circuit s on a donc $ * e (pas de courant} et H - I, 

1 En T.HJF., les rôles de L et C sont inversés et la sortie est court-circuilée, d'où s = 0 
et H = 0. 

* Pour la pulsation tû c , caractéristique du circuit série L-C, l'impédance devient nulle 
et le courant théoriquement infini, il en résulte que 5 prend une valeur également 
infinie. 
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Exercice mu m 


1 * b. Notons Zq = et Zi - jLüa les impédances complexes de La capacité e* de 
rUntudance, Le système constitue un diviseur de tension {même courant dans L et CK 
sent : 



- (ü = M t => C JB — ► +— . 


* D'autre part» on a H réel positif pour tu < tù c et H réel négatif pour iù > ù> c » on 
peut donc prendre : 



D'où les graphes 






Remarque : on a - 0 pour |l “ j | = I. c'est-à-dire pour 

J = i^tù = £x tt = io e (^j = iofi-^2 = 


B Point méthode 

Il est rare d’observer une discontinuité de h phase. Ici» la phase est discontinue lors* 
que G dfr -> 


2. a» Avec Z R — R,,, impédance de La résistance Ih 
il vient maintenani ; 

Z c 

H J 


— z^. + Z R + Z[ 



Soit en 

Doit 

Or 


; H J = 


H x 


1 +Y c (Z r + Z l ) 

I 


- ” (l-LCffi^ + jRC® 


LCdî 2 . 


© « 


RCcu = RCüX 


Lgül LCcüJ I 

De plus Q = - - — - s 

p 4 R RCco t R C eo, 


© 

(puisque LCot^ « I )* 


H' = - 


-© 4 © 


Il est à remarquer que R ne Joue aucun rôle dans les comportements asymptotiques 
(û> -* 0; et üï — > +«> eu lait üi »tù f } qui restent donc identiques à ceux décrits 
dans le L 

Pour tu = (ü. , la présence de la résistance limite la valeur de |H^| : 

H'«U Ç ) = ^ = -jQ et G da (ûJ,) = 201 ûfiQ, 


2, b, Ditigfûmrne de fîydv : 
Cette fois-ci, nous avons : 


■ 201og; 


JR WW) 


= - lOlog 


[(-(îïï-æn- 


Comme on vient de le souligner, on peut écrire : 

•(#->0 => Gjb -* 0 
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I 


■ ûî » =* - - 4ülog^^-^ - - 40X avec X - logQj^ j 

■ (D = ü>. rzj. G^g — ► 20iûgQ. 

Cherchons si la courbe présente un maximum : 

SU M sc produit pour to tel que * 0, 

QÉ 0 


c’est-à-dire pour 


ou encore 


d'où 1 a conclusion : 




= , ’é d * i<,ue Q> i 


- 0 dans le cas contraire 


Cûttutwitûifts 

| Ldtv 

i Le facteur Q ■ — — - est en fait le facteur de qualité du circuit RLC série. La réponse du dr- 
R 

cuit étant prise aux bornes de la capacité C réponse eu amplitude) , ceUc-d ne présentera de 
nuprteuftt ( diffèrent de ta = Q ) que pou r une valeur de supérieure à une valeur critique 

Q '+ U È J 


Dans le cas qui nous intéresse ici* on i : 

Û - — - 1 Ji -L / l(> l0 ?l 

^ R R Je * 12 ^ 2,2 ■ W- 9 

= 178 

Et donc — = î Cè lü" 5 prés). 

“c 

Déplus ZOlogQ ■= 45dB„ 

En ce qui concerne la phase cdle-ei est fournie par ; iy' - Arg(ïi')' 
û> 

„ . , | (fl, . . 

Soit tkiti "V = --r; î avec stinw < 0 . 

v © 

Ainsi pour tfà < ïà c : y* « f- üj et décroît deOâ quand <±j augmente deDàà) ( ; 

- pour tiï > % : V' e et décroît de -ï à -H quand Cù croit de <ù c à 

l'in fin i. 
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D n où les graphes ; 



2, c. On se place désarmais en régime transitoire : 
L II 



! Point cours 

1 

On peut obtenir l'équation différentielle en f( î) à partir de la connaissance de la 
fonction de transfert H H . En effet : 


S | 

d’où 

(oV 1 

* - — s + - — i<üj - e 
- lü> c J - Q© 1 * 

d d J 

soit en remplaçant jùl par — et Oùï : ) par — nous obtenons (avec s —*■ i(f) et 




j(r) + JT^— + — 3T1 “ *(0 

Qtfl c dr [i>-df î 
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On peut aussi retrouver directement cette équation différentielle. 
On a: r(f) » B L *M ft + S 


u l = %j' Ü R = R ' 


D‘oÙ, en fonction de s(t) et de ses dérivés : 



fit) * 

Or 

iî 2 - ■ 

d'où 

1 d 2 s 


ïô^df 2 

Posons s( f) 

= S(ü) avec u = te, ! 


IC^ + LCjy 

dr dt 1 


ds dS d J s d 2 S j 

df du c dl j du 2 

soit Uï + -L + S = Ea pour u>0 

du 1 Qdu 

L'équation caractéristique associée à cette équation différent telle est fournie par : 
+ l = 0 (solution en f“) 

(foü X = - ^ ± î J4- ^ (id Q - V8Û > ^ ). 

Or Q » 1 soit 


soit S( u) # E 0 + e *Q lAcû4i(> j + Bsintu)!. 

les conditions initiales imposent 5(0) = 0 (continuité de la charge du condensa- 
teur Jet r{0) - 0 (présence de l'inductance L.Kdoù; 

S(Û) = Ozîlj + A = 0 et A = -Ë|, 

i{0} s 0 =?■ ^(0) = Q =» B - ^ A s* ® et & la même approximation (Q » I ) : 

B -(h 

Finalement : S(u) * E^j 3 -e"ÏQ cos(H)i 


s( f) * 1 n t I -e iQ cosco L f [ 
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Le courant p{f) s'obtient facilement avec i = c|jy soit pour Q » 1 : 


i<f) # CE 0 £iïi < e îQ sinû^-j 1 


Commentaire 

fTTprteefi«de L'eiponemLeKe met «n évidence un. lemps caractéristique t {pour f 5Ï> -T , 

s(*>“ïo rtftt)-0X 

Posons en effet, t = alors l'exponentielle présente dans s(f> rti(l) s’écrit elt et les 


grandeur* énergétiques conutie ^Lï 2 varient noEainment en et 


J 


Sonde adaptée pour oscilloscope 


L'impédance d'entrée Z e d'une voie X (ou Y) d'un oscillos- 
cope est assimilable - en mode DC - à l'association en 
parallèle d'une résistance R ? = l r 0 MO et d'une capa- 
cité Cj - 20 pf . 

1* Déterminer te module Z f de cette impédance pour une 
fréquence / - 1 kHi, puis / =» 1Q0 kH;< 

Proposer une méthode, utilisant l'oscilloscope, pour 
mesurer R 2 et C^. 



î* On brandie, entre les bornes A et B, te qua- 
d ri pôle passif [Q] représenté sur la figure 2. 
a. On alimente te système avec une source 
idéale de tension sinusoïdale v(f) - V B ccstof 
de pulsation w fixée, 

À quelle condition portent sur R if R Jf C t et 
le rapport - est-il constant et indépendant 

de la valeur de eu (on se placera en régime 
sinusoïdal Établi) î 



k Calculer f| 1 et C x pour ^ En déduire la valeur du module de l'impédance 

d'entrée Z' vue entre les bornes A" B' pour/ - l fcHz puis/» 100 kHz, Conclure. 


Chapitre 4- 


ÉlEçtrodnêtique 2 [169 


Exercice ;a î 





c. Le qudüripôle [Q) représente une sonde de mesure que l'on intercale entre le dipôie 
ou l J on prélève la tension et l'entrée de l'osciUoscope. 

R t est fixée i la valeur calculée au 2.b. et C T est ajustable. 

Proposer une méthode de réglage de La sonde sachant que l'on dispose Sur ^oscillos- 
cope d'une tension carrée de quelques kH z. 

111. de ofu’il faui savoir 

Points de cours 

* Notion d'im pédante complexe — association d'impédances. 

- Fonction de transfert en régime sinusoïdal pour un système linéaire stable. 

Outil mathématique 

Retenir qu'un signal physique î(f) * quelconque », donc non nécessairement sinusoïdal, 
peut être décomposé en une somme - en général continue -de signaux sinusoïdaux... 


111. de campreh^r* 

2» Le circuit propose constitue un pont diviseur de tension. Pour être constant, le rap- 
port - doit être indépendant du temps, et on ]e veut indépendant de tor en termes 
ü ... 

d'jiiïipts!l mies complexes., cela forivspoiid .1 — = { nombre réel } , indépendant de ûï. 

U { V'] 

te rapport — I ou — s'exprime simplement en fonction des impédances Z, et 'L : 
des deux groupes RC 

Si la tondit ion cherchée est réalisée, la tendon u{ () est semblable àt(t) ^ u( f ) ■ ] : 

l'observation à l'oscilloscope n'est pas perturbée (le réglage des gains permet de com- 
penser la différence d'amplitude...). 

L'intérêt du montage ne peut provenir que de l'augmentation de l'impédance d'entrée 
de l'appareil de mesure (R,C| +• oscilloscope), c'est-à-dire finalement de la diminu- 
tion de la perturbation apportée au circuit étudié, qui est la « source * fournissant la 
tension KO- 


13» Solution 


1. [.es deux composants )t : et Çj sont en parallèle, leurs admit- 
tances V s'ajoutent dnne s 
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D'où : 

7 _ 

-T l+jR,C,U 


2. zz £ 

' J\ +(RjC j £ù) ! 


§ PûlN'T MÉTHODE 

Le module Z e de Z e est obtenu J partir de - jZ^ 2 = Zj Z/,,. 
On a encore pour i - x + jy=> |*| J ■ x 2 + > î ^|^| = jx* +~ÿ 2 
j . . idi H 

D'où le résultat 


Application tiüm&ique : 

7 _ 1Q 6 

yr+(i> 20 [o- 1 - Z*/)- 
/= I kHz^Z e = Û.WMfi: 

/ = 100 IcHi -» Z t = 79 ka 


* Mesure expérimentale de R 2 et C 2 : 

- Mesure de R 2 ; on réalise k mon tage repré- 
senté ri-contreoù E est un générateur de ten- 
sion continuer En régime permanent, la 
capacité est équivalente à un circuit couvert. 
Pour R > on a u = E et on observe une 
trace horizontale sur l'écran associée à une 
déviation verticale A, 



E A 

R jf on a u - ^ (diviseur de tension) et 3a déviation verticale devient -■ 


On ajuste donc la valeur de R pour que la déviation verticale soit divisée par 2 (alors 
R = R z ). 


- Mesure de C 2 : e(f) est un généra- 
teur délivrant des signaux carrés de 
tension crête à Crète E et de fréquence 
quelques kHz, On fait de plus 
R = R 2 f cfr réglage précédent). 
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Il suffit dlorî de mesurer T et d'en déduire Ç 2 connAissint JR 2 (pour R. 2 - 1 MA et 
Cj - 20 pFn on doit avoir t » 10 jis ). 



Le phénomène est facilement observable si Ton impose une demi -période de Tordre de 
T R C 1 

quelques T, soit : - - qq ^ 2 qq/- ^ ^ = 5Û kHz. 

Une fréquence / de l'ordre de quelques kHz semble convenir 
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2. a. On se place en régime sinusoïdal 
élabluon a donc en notation réelle : 
v = V 5 coswf et 
u - H(£ü)V Q cos(mr+ tp(ûï)). 



-ê 


Point cours 

La relation entrée (v(l)) - sortie (u(f)} s'exprime simplement en notation com- 
plexe. CM a en effet : 

y . V.f 1 "' et y . V„ 

Soit u - H(0t)e lw “‘y=» 



La grandeur H est appelée fonction de transfert. 

On a ainsi en notant V m (ici V m = ) et U m les amplitudes des signaux sinu- 

soïdaux; v(i) et m( 0» et IVance de phase du signal de sortie sur le signal 
d'entrée : 

H = |H| = “= « <P’ = <P 

V ri 


u - 


Passons en notation complexe. 

Le montage proposé s'identifie à un diviseur de tension. 
On a donc ; 

Z* 



D’où 


y 

u 


soit r 


Z| 

1 + — - avec 
Zi 


~ = j- + )C,M = iu+jRiC.io) 


v R, l 4 jR^Çjdï 

u 1 Rj 1 +;R,C,tO 
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I 


y 

,3 


On veut que Le rapport de ces tensions soit une constante indépendante de £0. Il faut 
donc que : 


1 +)R i C ï tU 
1 + jR^üi 


este = JL 


Or pour fi b A, il vient Je = U ce qui implique pour tout tii : 
I ■+ “ L +)R t C,tû : 


RjC-s * R t C, 


On a alors j - = I + j— =ï 
u Ri 


g ^ 

v R, + Rj 


Les tensions u cl v sont en phase, et leurs amplitudes son) dans un rapport constant 
quelle que soit la pulsation 00. 

2. LOni - = pour I + s lO^R, - 9Rj 


R, = 9MÛ 


La condition R 4 C, =s R 2 C 2 devant être réalisée, il vient : 


C, = C ! ^ = 20xi=»C 1 *2.2pF. 

L'impédance Z' t vue entre A' et B' correspond à la mise en série des impédances Z, 
et Z,. D'où : 


Z\ — Zj + Zj et Z\ 


Ri , R» 

I + >R s C|fc> 1 jR 2 C 2 to 


Or R,^ = RjCj soit ; 


— ! I. +)R|C|i» 


(R, + RJ - 


R, 4 R, Rn 


I + jRîCjtü 


(i + LV =. 

Z\ = I0Z E 


— — 


soit encore : Z\ * IOZ f s> I /si kJHz : Z' = 9,9 MCi 

|/= lOOkHirZ; 

L'avantage résulte de l'augmentation de l'impédance du circuit, Z] + Z 2 remplaçant la 
seule impédance Z 2 (lorsque la tension K*) CSt branchée directement à I entrée de 
L p o*dUo$copc). 

Le dispositif de mesure absente alors (par rapport au montage électrique fournissant 
la tension étudiée) un courant 10 fois plus petit ; la perturbation apportée par 

l'appareil de mesure en est diminuée d'autant. 


1^) 
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On applique donc à l'entrée de la sonde branchée sur l'une des voies de L'oscilloscope 
la tension carrée de quelques kHz disponible sur l’oscilloscope lui' meme. Lorsque le 
réglage de C t est correct, on doit obtenir à l’écran un signal * parfaitement * carré ; 
dans Le cas contraire, la relation entre u(r) et v(f) ne se réduisant plus à une simple 
proportionnalité, le carré est déformé. 


Corn mu tintas 

| Un signal * quelconque * w( t) peu) être i atopiété comme une soni me (»&&) de compo- 
santes sinusoïdale*: tj(w>cosiù>t + ^(«)5 T 
Le système Linéaire I ransforme La composante « Cü ■ en : 

*(co)H (») cost tût + f^co) + 9(0)] {4 H = H 1 r “ 1 ). 

Lorsque H((0) - Mlq = este et fpl«) - U, chaque composante «t simplement multi- 
pliée par la constante réelle H q. Le signa] de sortie u[f) s'identifie alors à H 0 v(£) et repro- 
duit donc, à une constante multiplicative près H f ,, le signal d’entrée Hj) ... 


Ce dispositif constitue une sonde, qui permet de mesurer à l’oscilloscope une tension 
en réduisant notablement la perturbation apportée au dreuit surtout lorsqu’on est 
contraint d'utiliser des câbles coaxiaux, dits * blindés », pour se protéger de tensions 
parasites... 

On peut se poser la question du comportement d'un tel dreuit en régime quelconque, 
non sinusoïdal permanent. 

Le phu simple est de comparer Les courant* i ct ? imposés par h teuton v(t) branchée 
directement à l'entrée (R 2 , C 2 ) de l'oscilloscope, ct par la tension v(f) aux bornes du 
circuit étudié. 


Dans le cas de l'oscilloscope seul : 

V Jv s* f V dv\ 

1 " R 2 + Li dt “ Ci U a Ca + d J 


et, pour le montage étudié : 

iê _v-u r d(v-u) 

~ "iT 1 dt 


-, v r dy « r dff 

1 " s;* Ci df‘R;“ Ci d t 

^ ( V . dv^i _ f U 


avec également, pour le bloc RjQ : 

„ _ { a j du\ 

’ = tif J" 


C, 


d-, 

J 
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Dam le cas oti R, = R 2 Cj, il vient: 



et finalement : 


- Ci 

1 “ c, + c z 1 ” 10 


Itou r toute tension v(t), le courant dérivé dans le dispositif de mesure est dix fois plus 
faible que dans te cas du branchement direct (ce qui implique bien une impédance dut 
fois plus grande dans le cas du régime sinusoïdal permanent.. J. 

Pour que cette propriété soit indépendante de la forme de la fonction v(f)* il fout que 
I» deux blocs { R , C ,) et (R 2 C 2 ) soient * semblables *, ce qui correspond à l’égalité 
tki consume* de temps.. . 


@ Fonction de transfert 


On cherche â déterminer Les caractéristi- 
ques du quadripôle représenté sur la figure 
ci -contre, 

Ûn prendra tj = 1 nF, tj = 10 nF, 

R, = 10 kfï et on supposera que le qua- 
dripôle est branché en sortie sur une 
charge infinie de telle sorte que le courant 
de sortie r ( reste constamment nul 



1. On se place dans cette question en régime continu établi. 

Déterminer les résistances d'entrée et de sortie du montage dans le cas où le 
circuit est alimenté - entre A et B - par : 
a. un générateur idéal de tension continue ; 

b» un générateur de tension continue de f,é,m, E 0 et de résistance interne fi 3 = 50 O. 

2. le générateur de tension est désormais sinusoïdal et de pulsation tu, On considère 
le régime sinusoïdal établi. 
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V, 

a» Détermsrwï la fonction dé transfert H = =• Commenter. 

Traces les diagrammes de Bode donnant 6 tfg = 20lof|H| ainsi que <p(o>) - Arg(H) 
en fonction de logea. 

0rt p<,se,a ; - E^ ; “> - EScTïcT et “* = ^ 

b» On ajoute en parallèle avec C ; une résistance R ? , 

Reprendre L'étude précédente On envisagera plusieurs cas selon que RjC ; est supé- 
rieur,, égal,. ou inférieur à RjCj, 


Poser tij 


R î + Rj 


et to; 


Tracer Les diagrammes de Bock pour R L = ÎÛ kil ; Cj - 1 nF et : 


* ^ = 1 avec ^ = 10; 

R, C, 

* “ * 1 avec - 1Û. 

C, R 2 


il i- C?<? cfu’il faut savoir 

Points de cours 

■ Résistance d'entrée - résistance de sortie. 

■ Fonction de transfert. 

■ Diagrammes de Bode - comportements asymptotiques* 
Outil mathématique 

• Calculs sur les nombres complexes. 


•12. Ce qVi] f&Tit coJn.pt 1 

1+ On se place en régime continu établi, régime pour lequel les capacités sont équiva- 
lentes à des circuits ouverts. 

2* le courant i, étant nul (charge infinie}, te même courant traverse les branches AC et 
CD r On est alors en présence d h un diviseur de tension, ce qui permet de déterminer 
simplement l’expression de la fonction de transfert H. 

Les diagrammes de Bode doivent mettre en évidence les comportements asymptoti- 
ques (à T.B.F. et â T.H.F.), comportements que l’on peut retrouver directement en 
modifiant * à vue » le circuit proposé {à T.B.F., les capacités se réduisent - à la limite - 
à des circuits ouverts alors qu’en T.H.F., leur impédance tend vers zéro. . . }. 
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■> Solution 


1. a. 

Pai:*T COURS 

Considérons le .système source - 
CjUâdfipôle | ÀECD] - charge. 

Bu régime continu ctablUe ilipole 
[AB] vu de lu source est équivalent 
à une f&i$f*nce appelé* résistance 
ti ‘en fret* R, ç , On a aiiuï î 
v. 

R. = -• 



quadripâle Q 


t'. 


îk 


Elle ne dépend pas de la source 
mais dépend du quadripâle Q et 
en général de la charge. 

Pour un générateur de tension (E^, R 0 >> le courant i r sera d'autant moins sensible 
au n: défaut » R^ que la résistance d'entrée est grande [ R f 55* 


En régime continu établi, tes condensateurs ne x 
laissent pas traverser par un courant : ils sont alors 
équivalents à des coupe-circuit. Le montage devient : 
v 

On a donc : i, 3 O et ft, = — est infinie. 

h 

Dans Celte question* le générateur de tension 
continue est idéal (^J.rensemblesûUKe-quadripâle 
se réduit alors à : 




|«. - k, 

«E. - Be 


D'où [ R, = Rj = 10 kfl 

t, b. Le générateur de ten- 
sion continue n’csl plus idéal 
ÎEfi, Rq)- La valeur de U résis- 
tance d'entrée n'en est pas 
modifiée (elle n'est pas liée à 
la source). Pour la résistance 
de sortie, le système source- 
quadripôlc devient : 

Mais ■ 50 fl et R, = 10 k£ï soit 


4 


R, + Rj 


R; = R, = 10 kfl 
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2. a. 


Point méthode 

Notons Z, cl Z 2 les impédances tics 
branches AC et CD. Le courant ^ 
étant nul, Z, et Z 2 constituent wr 
diviseur de tension. On a dore : 

V, Z, Y, 

v t * z^z; s ÿ^ÿ? où ïi el 


c L* 


r, = 0 


n Zv 


Y 2 sont les admittances conapleses associas ! Z ( et Z 2 | V, = et Y> = . 

Ccd suppose que \ = 0 et donc que l'impédance d'entrée du système placé en aval 
de CD soit idéalement infinie (jZ^ » Z 2 eu pratique---). 


Or Y 2 = jCjW et Y, = ^-+jC,iw = ^-(1 +jR,CjU>) 

R| “ | 

1 + îR|C,m 1 +ÏR,C|(0 

soit H = . J 1 ' =>H = - — — - V 1 

L + jR.C^ + jR.tjca - l + jR l (C, + C : )flJ 


Posons alors, (o. 


1 

RiC, 


et eü; 


1 

R,(C, + Cjï 


(eû 2 <e(): 


H 



Commentaires 


| * Pour (U tendant vers léro on obtient H -> 1, ce qui s'explique ert considérant qu'à La 
limite les deux condensateurs constituent des coupe-circuit. On est alors ramené au circuit 
représente a La figure L Dés lors V B ■ V I et H ■ 1. De plus (p s 0. 

■ Pour ù) tendant vers l'« infini * (r'est- à-dire en l'ail pour Cù * üî 1 > tûj ) H devient 
ùi- C. 

équivalent, à la limite, à — , soit : H - — — — ■ 
tu, — C, + C j 


Celte ftsîs-ci le circuil se réduit à : 




B 


D 
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m aapi&xg 


D’où : H- 


Z t 

z%*z\ 


Yi 

Ÿj+Ÿj 


i c i m 

|C^4fC^ 


M 


Cl 

C| + C.i 


De même 1m a 0. 

' Les deux pulsationi U, ei Mi intervenant da.ru la fonction de transfert 2, a. sont en tait 

celles des droites: li t -C s l d'une part (f, s R,C| et ai = — !— ) et 

t R t C| 

fl, -(C, //COI d'autre part (tj § R,(C, +Cj) et ^ = — = T> * ~ , ). Ceci 

~i h iL l i + l jI 

^u! se comprendre aisément en considérant l’équation différentielle associée au circuit 
proposé et en prenant en compte dm c as paiïicuüert ; 



dv, 

V, + T,-^ : 

* * d( 


F dv r 


Si l'un ta il donc v É (t) « O» «i a pour v,{f) : 


u — JH 

j 

rai 

- 

rai 

R| Cf 

v^r) e jî, 

1 

J C T C T 

V f ï s R| 

_ 

La 


avec C 4 b C, +C t , d où la constante de temps t 2 * R,C T ■ R^Cg+Cj}. 
De même» en faisant cette foii-d t) = 0, nom obtenons pour v f (t) ; 


ta*) 


il apparail ici lu constante de temps T, 

T* 


r 3 c,. 


J 


Point cours 

La fonction de transfert H 




. ûï 

1 


- peut se réécrire : 


U ■ M, H 2 rat H, - I +j“ ** h ï ] 


, (fl 

I + — 

'm. 


H | et H 2 sont des fonctions de transfert du premier ordre dont les diagrammes 
asymptotiques sont donnés» pour G iw » par (traits pleins) ; 
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- Pour (û <§c < «J, ; G JB © 



- Four eu » 0), > ©| e G lfc | 


lOlos 


©î 


©, 

20lo$ — « G. t , 




-Pour © ■ ta, * » IQlojd 


" 2 ; 


X"^ = f- 


D' autre part, G est Ici lifte fonction Fftonotonc ■décroissante de ftm.dfoù le graphe avec : 
û>, = ^4 - I©* rad- a“ s — > log.üj L = ÿ et G^(tû,) - -17,85 --I7 f 9 

©, = -y 1 — —s s 9,09 lû 3 rad s" 1 -> Ira©, = 3,96 et = -2,97 

2 I0 4 ■ Ll ■ 10* 2 ““ 2 


© 0 - et lo^ = |<.logW, +log© ; ) * 4,48 et Ü dB {ü)yj) * -10,4. 

G 0 = :ûfo E ~L^G 0 = - 20 *. 
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■ Diagramme de tiode donnant le déphasage <p de la tension de sortie sur la tension 
d’entrée : logtù — ► t| ){iù} 

* Point méthode 

tp est complètement délini par U valeur de sa tangente et par le signe de cosç ou de 
sin<p. 

On cherchera donc à déterminer l'expression de tan 9 ainsi que ^intervalle auquel 
appartient (|>, 


1 + j — j|i i 

On a H = |H|ei» avec K = — = 

- Ul - | +j ® 

où d| et a t sont les modules du numérateur et du dénominateur ta, > 0 et o 2 > 0 h 
On a donc = Û k - Ôj 

{ tan 0 k = ~ et cos 0 L > O-^Ô] e [o, 

1 

tao6j = ^ et eosÛ 3 > 0 -* & 2 e [o. 

D’autre part, tû, > û> 2 implique 9 2 > 0, et donc : 


<p < 0 avec - - < y *E Û P 


Déplus, tan tp = tan(6,-0jl : 


t j 11 S | - lanflj 
l + tan 9, tanS, 


co _ c& 

(Ûy iÙl 

it-sL' 

&>,û > 2 


Posons x = — (co 0 = Jwitù,) m tantj> - ■ 


iJS] 1 * X + 1 

Vùtf * 

On constate alors que (p est invariant par le changement de je en ^ : tp(x) * tpQ j. 

. f I 1 La fonction X - log* -* F(X) est donc pair* et le graphe 

tptjfji - t I assoc jéest symétrique par rapporté l’axe X = 0 (c'est-à- 

Or <pQ * F(-logx) j dir£ “ = *** l 
Une étude rapide de la fonction np(to) donne ^ 

- pour sa « us, et (Mj : q? ~ ^ et tp tend vers 0 en même temps que to i 
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Exercice w m 


- pour ta » co, et at, ; er flj -* 2 eHp — * ©î 

*>2 — <0 1 
2<*t 

-de plus, tp est minimal pour ta = t la quantité x + ^ étant minimale pour x = 1 

(et ct)j- M, csi négatif}, 

D où le praphe bg — “*tp(ca) avec qK(0,) = -39,8", = -39, 8? 

®o 

et tpfaHj,} ■ -SSA 9 . 



- pour m - ta*, = Jtùjtùz (soit i * l ) : tan$ 
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Commentaires 


* A très basse fréquence l( tü ^ (d, c? feh ), 


i les capacités se rédui- 


se nt à des coupe-circuit es k dirait devient 
un simple diviseur de tension (ici formé des 
résistances R, et R ; ). 

■À très haute fréquence, le ré$ultdt est 
inchangé par rapport au 2.4,, le circuit 
étant équivalent à tm diviseur de tension 
capacitif. 

Et: 


C, 

+ C,4C/ 



* La fréquence « centrale * a)J s'écrit maintenant ; 



Pour ce circuit, et pour tes mêmes raisons que celles exposées dans le commentaire de la 
question 2. a., les pulsations 4D 1 et uÇ sùnt celles associées au* circuits fRj-C|J et 

ICI, if a Tj)J t 


* D'où les différents diagrammes de Bode : 
l"«ts ; 

, / C>\ i R t C 2 

B, = w 3 soit R,C| ■ R 1 C t |l+— I — — ce qui exige — = ~ et donc 

' l *i 1 ' 

R,C, - RjCj. Dans ce cas, la fonction de transfert est indépendante delà pulsation W : 
H = «O = « G* = 20logH„ ; <p = 0. 


Chapitre 4- 


ÊléCfrKinltique î ^05 






Adaptation d'impédance 


1* Un générateur de tension sinusoïdale alternative de f.é.m* e{l) = Ecosot et 
d'impédance interne (compte) 1 alimente une impédance de charge T. 
k quelle^} conditiorc(s) sur T la puissance électrique reçue par la charge est-elle 
maximale ? 


2, Le générateur précédent a maintenant une impédance interne réelle Z = ft, et 
doit alimenter une charge réelle fi L avec H L * 

Pour réaliser l'adaptation en puissance ci-dessus, en propose d'intercaler entre géné- 
rateur et charge un module L-C selon Lun des montages suivants : 



Quel montage faut-il adopter ? Quelles valeurs faut-il prendre pour L et C f 


Hfl. <?e faut savoir 

■ Utilisation des amplitudes complexes. 

■ Puissance reçue par un dipéle, 

11. de faut cùjnprelufre 

Déterminer les caractéristiques de l’impédance de charge qui permet de recevoir la puis* 
sance maximale d'un générateur donné consiste à « adapter * la charge au générateur. 


1. 


é 


POINT COUHS 

I Z 



U 


La puissante moyenne reçue par un dïpôk d’impédance 
complexe Z T suumii à une tension sinusoïdale 
u ■ Ucosco/ et parcouru par un coiuuiH 
i = Icosfüir + çi) s'écrit: 

P - -Uïcostp - Re{2}, 
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Exercice mm 


En adoptant h notation en amplitudes cnmpbes, 
or a UsZ' l 
ü * E -Z|. 

Soir ici avec E = E 

E 


I = 



Z* Z' 


■ 


1, 


La puissance reçue par 7/_ est P = -ï 1 ■ Rt{Z'}. 
Soit en notant Z - R+jX êt Z_ y = R' 4- jX' : 

1 R/E 2 


p = 1 R'E' 


p = . 


2g + r|® 201+RT+CX+XT 
P est une fonction des deux, variables R' et X'* 

Remarquons que pour obtenir la puissance maximale, X' pouvant être de signe quel- 
conque, la première chose à faire est d 5 annuler le terme {X 4- X") 2 , d’où X # = -X 

H/E? 


El reste alors à chercher le maximum de la fonction P(R f ) 1 
soit en dérivant par rapport â R' : 

r< r') * 


HR+R') 1 


pi 

7'< r '> 


1 


2 R' 


(R + Rl* (R + E') 5 


rm * 


(R + R') J 


<R + R'-2R'). 


Celte dérivée s’annule pour R = R' et correspond bien à un maximum ; la fonction 
/"est positive, s’annule pour R' » 0 et R J -4 ». D h où le graphe de P{R')t 



Z* désignant l'impédance imaginaire conjuguée de Z. 

[Dans ces conditions, on a i adapté * l'impédance au générateur. 
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2. Dans le cas d'impédances réelles, la condition précédente se réduit à : R L 
condition n * est évidemment pas réalisée. 

* Considérons l'impédance de charge ^ 
branchée aux bornes du générateur dans le 
cas du premier montage proposé : la puis- 
sance absorbée par ce dipüle est égale à la 
puissance consommée dans R L , .seul élé- 
ment dissipatif du dipâle, la condition 
d'adaptation établie au L s'écrit donc ici ; 



jCto 


jLtP R l 

K-Jr- > 

* jCoj 

S-j£5h 




jLcoR L 
R s * jLtü 

■ jHû) * j LtüR^ 


i ( L “ R * + â) = ’ LmRl 


d'où les deux conditions : 


Vi-î - 0 


R, 

LcoR t + — 

* Cto 

Rl 

Rl-R, 

ce qui n’est possible que si R L > R (J 
Dans ce cas* avec ^ ■ R ( R| * on obtient : 


La seconde relation impose LC eu* ; 


Rl 

L - — 
te ^ 

Li- 

r l -r, 

1 


(si R L > Rj)- 


* Il reste à étudier le second montagne proposé : 


nouvelle 2 V 
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Exercice ut 


Ou veui Z' = IL ou Y' * Â • rr 
— * Z R n 


jL “ R L ^ _R * 

1 |G(û 

jCM = J J_ 

l + jCiiïR L Rjj jLû) 

jCm _ >LC£> - 
I 4jCwR L " jï-wBj 

-LC^U,, = (t + jC«R L )(jLn>-R ( ). 
D’où les Jeux conditions : 

[-LCtijïRp = -R ( -lCm 3 R t 

jü = Lffl -C^IL 


p”M. 


Ced n’est possible que si R & > R L et dans cc cas : 


wMTi 

Les deux montages proposes permettent donc de trouver une solution dans tous les 
cas* le choix du montage dépendant des valeurs relatives de et R f 


CeproUime d'adaptation d'impédance a une grande Importance pratique dans le cas des 
émetteurs d ondes radio : 

l’adaptation correspond a la transmission d'un maximum dé puissance à l'antenne, afin de 

rendre maximale h puissance rayonnée, J 
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Deux branches en parallèle 

Partie h 

Le dipôle représenté ci-dessous est alimenté en régime permanent par une source de 
tension sinusoïdale u (.t) = U^cpsaf, 



ü(t) 


1* On prend i sR' dans cette question, les valeurs de C C' d LP g et co étant imposées. 
3 , Pour quelle (s) valeur(s) de L les deux trenches du circuit absorbent-elles la même 
puissance électrique ? 

b. Retrouver les résultats précédents à partir d'une représentation de FresneL 
2, Reprendre les questions du 1, dans le cas où R est différente de R', 

On posera R 0 = R'[l * 

Partie B 

On supprime la capacité de La branche supérieure. 

i+ Â quelle(s) condition(s) portant sur R. R',, L et C' l'impédance complue du dipôle 
est-elle indépendante de ro ? 

2. Le condensateur C' n'étant pas chargé pour u(t)^ 

t < 0 r on applique au dipôle un échelon de ten- 
sion d'amplitude E* I 

Déterminer le courant f{£) traversant le dipôle. 

Â quelles conditions ce courant est-il constant q f 

pour t > 0 ? 

3. Commenter Les résultats obtenus aux fl.l. et EL2L 


■11. Solution 


Partie A 

1. a. La puissance moyenne P absorbée par un dipôle d'impédance complexe Z 
s'exprime par : 

P = jUolCM* 


Chapitre 4 
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3vct : « s Zi 

soit encore : - ZlçH. 

Posons Z = A + ;X et donc |Z| - Z = ^A 1 + X 2 : 


et IcosO, = Re i^r|" - pA. 


U,. 




Z 1 - 


Finalement : P = 

soit pour chaque brandie : 


d’où ; Â 


R«tZ = 


»<») 


u{f) 

tf(f) a- UpCOSCOt 
f{f) * Icos{ûïf + $3 


X'o) 


d’où : A* = R' et Z' - |r' 2 + — ?— ■ 
Y CW 


I || J 2 | R 

D’où P = jli^j et P J = jü*— * 2 U a^vï du» dette question, on a 

R' = R. 

On aura P « P' {meme puissance absorbée dans les deux branches] pour Z s Z' 
soit : 


R 3 + fL( 0 _ = Rl + _ i_ 

l C<a) CW 


oe qui donne; “ ±-i— ■ 

^ Cü) Cm 


Une première solution correspond à 
Il en exisle une seconde pour C < C : 


-(H)i 


- *(c~C')tn* 


1, b. On peur également exprimer la puissance P selon - 


P = ~ile(Z)V - iftl 2 . 
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Ot v = Zï donne U s ■ Z\ (i » lej*") 
dVü U e - Z£ et P - 

P - P' avec R = R' se tr-^dnil donc par Z' ■ 2, 

EtZ' * Z avec R ■ R'^Z ■ Z" (conjugué dç Z' }&u Z ■ Z' en représenta- 
tion de Frtsnel : 

■ I er cas 



Cas toujours possible 

On doit avoir dans ce cas (points D et D' symétriques) : ■ rj— 

L(Q L ûJ 

d’oü 2 Ltu - ^ - 4 -J- soit 
Cm Cm 

■ 2 * cm 




Cm 

AM? <-> -Jr~ 

C M 


BP' - BD 44 /LM 


Cette dernière configuration n'est possible que pour A'B > A*C soit — > 
c'est 'à’dire pour Ç < C*. Dès lors, il vient : 


Lûï " Ceo Ctt ^ j 1 " (c~cOm» 
t On a maintenant R' * R s et la relation P « P* s’écrit alors 2 
B, 


R R • nn R 17 I 
" z*’ 2 ¥ z 
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Exercice 4os 


Soit encore 


1 


+ = ^fRî + fnis-ji-Yl et fl. » V - RR'-R2 + _JL-> 

CW RL l Cm J L Cm-J R C W 

ce qui n’est possible que pour : KU'- R 1 + - > 0 

c’est-à-dire pour : Il R\[ 1 + L 

v 

Posons Rg * R\fl * ** R « R^ 


On obtient alors : 


(‘-“-dbî * R(R ”- R) 




/R(Rq-R) 


et Ltc-j^ = -JRCB* - R) pour ^ > ^RCRq, — R)û 



Il jra là encore (pour R £ R 0 ) une ou deux valeurs de L satisfaisant à la condition imposée. 
■ À Taide jç g 9 représentation de Fresnd : 

on a ici R'* k et Z' s J^-Z. Pour illustrer le propos, supposons R' > R. 
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On a OA' ■ R' et A'D J =. —J—- On (race alors le ccndc'èï Je centre Oer de rayon 
C » 

OK = Z - Z' < (Z* = OA"). L'impédance Z est représentée par un vecteur 
OS dont l'extrémité S doit se situer sur ce cercle avec ; 

Z = R + j^Ltfl - ^ j, soit OS - i = R = 0|. 

Le problème n'est possible tiut pour OJ OK f R ^ Z), soit pour : 

RJ< ^ R *[M rl+ cbM 

On retrouve la condition R ^ Kg, 

Dans ce Cas (R ^ Rg), il existe d priori deux solutions (points S 1 et Sj). 

* La solution associée â S, est toujours possible, elle 
correspond à : 

Lw = J- + Jz*-R 2 

Lüi 


oi - L “=55 + JK R " + c’b)- RÎ 




Commentaire 


Notons que, dans le cas où R * Et' n le* arguments de 7. et 2 ' oc sont pas plus égaux ou 
Opposés» et qu’il existe un cas particulier (Z « R) pour lequel Z est réel, alors que 2' ne 
l'est pas, On a alors : 


2= & * Ra 


■4 


(R'C'ûû) 3 


J 
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Exercice m 


1. Lorsque l'impédance complexe Z du dip&e ^ 1 I — 

| AB] est indépendante de Ëa pulsation ta h U en est *"*“ f p' 

de même de son admittance comptera V = £ 

Or Y s Y br + Y ùf _ (association en parallèle) et Y ni a - — L — 
“ RL - R c r « RL R + jLw 


De même Y„™ - 


r , + _L R'{l±)R'C'®) 
jlC'w 


Posons T = - et %' = R'C', il vient : 


1. 1 + JL 

R i+jcûT R" 1 + ;(üt' 


i >+ 'T) 


i. — > 

- R' [R î + jflûT R 1 + JtOT 


On a alors Y(0) = - cl lïm Y = Une condition nécessaire est donc R = R'; 
Y devient alors : 

y = i{i + — 1 — - — j— ,1. 

R I l + jOJft I H- JtOT J 

Cette nouvelle expression est indépendante de ta pour % = t\ 

Les conditions cherchées sont : 

R = r « T a - J et Z(û>) - R, 


Il faut donc que 


R' = R et L^RiC 


2. On soumet le dipâle AB à un échelon de 
tension d'amplitude E. Pour t > 0. les équa- 
tions dés branches sont : 


E - r%*§ 

soit avec /, = 1 0 = C'R'-~ +■ r, (2) 

ai dr 

Intégrons ces deux équations ; 

E -- L 

(1) donne: i,(r) s j: + À.e T {où t = — ) 
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or ïj{Q*) - 0 (continuité du courant dans L'inductance) => l^f) = T | 

_ t 

(2) fournit: r 3 (f) ■ " (oùt' - R'C') 

or u{0 + ) = E = R'i^O*) + *1 ^ - R'ij(0*) {continuité de la charge du conden^ 

E -4 

«leur) =*i 2 (f) = |it^ 

D'oii,a\ec i(0 = r L {r) ■*■ j a (f) : 



On a représenté ei-desious l« courbes donrumi h> I cl f ~ U ^ f ^ ^ pour 

R = 1 000 n i R' = 1 500 fl cl 1' = IJ5t> 



exponentielles s'annulent, ce qui se produit dès que : 
I R' = R et x'-x 


On retrouve les conditions établies au B r L 
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Exercice mi * 


3 . Les résultats obtenus au B. 1 . et B. 2 . sont identiques. Ces deux approches permettent 
de conclure, les conditions U' ■ R et L * R*C' étant réalisées * à la proportionnalité 
entre la tension imposée u(l) et le courant i(f) que doit débiter le générateur de ten- 
sion délivrant à savoir : 

i(t) - 

Ccd na rien d elonnant « on k rappelle que l'on peut * toujours » décomposer un 
signal temporel uit) en une somme continue dt composantes sinusoïdales- Si l’on 
obtient ainsi une même relation de proportionnalité entre les composantes sinusoïda- 
les de i{lj et «(f). il en sera évidemment de même pour ces deux grandeurs 
fl rapprocher de la relation étroite associant fonction de transfert et équation 
différentielle...!. 


(f$ Puissance consommée 


1. Le dipôle AB représenté sur ta figure ci-contre est 
alimenté par un. générateur idéal de tension sinusoïdale 
de fréquence 50 Hi et de valeur efficace U t = ?Z0V r 
R est une résistance variable, 
a. Déterminer La puissance moyenne P (puissance 
active} absorbée par Le circuit. 



b. On constate que cette puissance P fournie par le 

générateur est maximale pour une valeur fi 1 = 25 Q de R. En déduire Les valeurs de 
V et de La puissance maximale F m effectivement consommée. 


t Pour une valeur Ri de I (R a > ftj), le fadeur de puissance du circuit devient égal 
I l r unité J et la puissance consommée est de 500 WL 


Donner les valeurs de La capacité C et de R 2 sachant que L ^ l H, 


2 . Le dipôle AB est désormais alimenté par un générateur parfait de courant sinusoï- 
dal de valeur efficace I f et de pulsation 

Déterminer la puissance P consommée dans le circuit, et tracer La courbe donnant 
en fonction de x = — à R, L, M t C fixés. On prendra les valeurs de L' et C déter- 
minées plus haut ainsi que R = R a , 

Commenter le résultat obtenu. 


On posera - -^= et Q = R /p 

VlC ^ L 
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1» 3. U puissance moyenne fournie par Le généra- 
teur est celle qui est consommée dans ] 'élément É r . 1 

di&ipatif constitué pari# résistance R, JL 

Or la tension U s'applique directement au dipùie u C „, I 3 
L'-R. [| reste donc à calculer la valeur efficace du r 

courant traversant R (la capacité C et T inductance « L_ I 

L ne jouent aucun rùle quant à la déterra i nat ion de 
cette puissance). 

Désignons par i "f f) le courant parcourant la branche 1/-R. On a : 

P = <Rf 3 {f)> = R<P> avec <i'>* = if' ” T j^(r'>dx^ = 

1 J e‘ 

d'où P = ri; 1 

I' = intensité efficace. 

Or u = ZV en noiatipn complc«c où Z_" = R + jL'o). 

Soit U, = Z'i; (ZT: module de 7 J_ ) 


1% b. Celle puissance se réécrit : P - 




L'expression au dénominateur est minimale pour R - L'fiù (/(11) tend vers l'infini 
pour R = 0 et R infini, et ^ = I - 

uj 

On a donc : R, s 1/tû et P m = — — * 

2Rj 

Application numérique : 

L ' = SirTô^ L ' = 80 mH 

p m * Pl= ** = m w. 


1, C, Si Ton désigne par r(f) le courant débité par 

le générateur : > ■ — — i— 

h( 0 =■ U e -,/2cos(flf ç I a 

i(f) s ï eJ /2cos(û)M- (p). J S 

La puissance consommée dans le circuit peut s'écrire î ' *— 

P = I f U t co5^ où cosip est le facteur de puissance. 
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| Lf laeieniï dé pu isiailDt Al lié au déphasage du courant délivré par le générateur iurla ten- 
sion à ses bornes. Ce déphasage tp dépendra de lf et R mais aussi de L et C. 

Le facteur de puissance prend la valeur unité pour tp ■= 0, c'est-à-dire lorsque le cou- 
rant i(#) est en phase avec b tension w(i). 

Or I =r YU (Y «dmittanoe du droit), 

La condition cherchée se traduit alors par : 

Im(Y) * 0 (lm ■ partie imaginaire) 

Le circuit étant constitué de trois branches en parallèle, nous avons : Y ■ Y| +■ Y; +■ Yj 
avec : 

Y, * jCtp, Yj = -î- et Y, * p - !• , - 
— — jLoj — tt+jt/a> 

D'oüt Y = \{çta~-L)+. J .. .. 

\ Lot) y 1 R + |Lû> 

Soit encore î Y = j f Cto --r~] + M 

- f \ LtüJ R- + L'*®* 

et Im(Y) = C 

Ltû R 1 + L Î (S 2 

Il faut donc que Im{Y) - 0, c’est-à-dire: C = — ^5 4 -~r — ^ ■ - 

Lcû* R 2 + L'^cd 2 

dTotii Cm + K| . y (2) CR = R* d'après l'énoncé, et L'œ - R, )♦ 
La* (Rj+RÎ)tû 

La valeur de se déduit de celle de la puissance consommée : 

2 R; 

P-5MW- U “r“ {4 La- avec L'to - R, ). 

ïC 4 r: 


Ri-(y)R2 + KNo 


©'-(£)©• 


Pjpj = ] et pj 4 p | ■ — ^ Ces racines sont donc positives, l'une est inférieure à I 
et l'antre supérieure à L Le texte imposé Rj > R ](t Qti a alors: 


h m *|~i£ + IfüLÎ 

R, 2 PR, Jl PR l J 
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Application numérique: - 3 h 59 d'où: Rj = 90 fl 

On en déduit d’après (2} : C a U3 pF. 

2, Les trois branches fC, L et L'-R) consti- 
tuent un diviseur de courant. 

On a alors ; 

L-4 loti 

L Y-| -i- Yj -i- V— 

avec Y, = jCw 3 Y 2 s -L- et Y' s 7-^ — s - 
‘ — )Lcù — jL&a+R 

Soit encore ! V - - — zrrrr — rrrln 



i4r(Y, + Yj)-! 


-k (31 


l 4 j(R 4 |L'tn)^Ctiï“ 

La puissance consommée dans le circuit» donc dans R, s'écrit : 

p = lR<fa(o> = ri; 2 - 

Or d'après (î) et I t désignant la valeur efticace du courant débité par le générateur 

(V* h'/ïh 

K - 1.1 


Soit encore 


ai; 

)) + K c “-ïî]| 


+ R^CM-rî-V 

1 H, La)} 

l ImJ 

Rlj 



i + L(î_lcu> 


+ L^°- 




cl en posant Cü^ * 5^1 .v ■ — et Q = R (Q représente le facteur de qualité 
LL Cü^ L 

circuit {R// 

ml 


! du 


P = ■ 


Pour CD = tûft il vient PitOt,} = P(x = 1) = Rlf 
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m IVr BDpJffiq 


d’û-LS 


P(0» 

P{<%| 



+ Q 2 (l - x 2 ) 1 


AvecJes valeurs V = fl ■ 10 - H; C = 19,3 ; L = 1 H; R = 90 Cl, 

nous avons : = 8 - 10 -3 fl Qs 90 ^^ ff <M’ 

P ‘où la courbe tracée pour Q *£ jc 5 : 





Commentaires 


| ■ On remarque que cette puissance tend vers une 
valeur nulle à très basse fréquence (Ci — ► U) où à 
très haute fréquence (cü-t«), Ceci applique 
aisément si l'on prend m compte le draul bouchon 
{C # L) placé en parallèle a wc Li brandie [/-R, 

En eflêt, en TAF,, l'ulduclaiKi L joue le râle de 
court -circuit, et le awiint mura % passe 
* entièrement * dans L» ce qui impliqué que i’ 
devient nul ei P tend bien vers zéro. De même, en ÏHJ„ c'ai la capacité C qui joue le rMe 
de oouit-aicuiî : b conclusion «r la même. 



■ Pour la pulsation caractéristique du dreuit bouchon, dçst-à-dire pooir 4û = =: ^ 

Jbi, 

tout le courant va passer dans la branche i/- R {l’impédance de l'ensemble LWC devenant 
Infinie). Dès lors, un a : 

p o ri ; 2 = ri; = p{«*,>. 
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B. Filtres actifs et autres circuits 
avec amplificateur opérationnel 


Filtre de Butterworth 

On étudie L« circuit ri-dessous, dans Lequel L'amplificateur opération rtet est supposé idéal ; 



V s 


7777 . 


3» Monitrer que la fonction de transfert de ce circuit peut s'écrire : 

„ v _> i 

- V É l+ajRC^-RîC tC,® 2 

En introduisant La pulsation caractéristique fia, - — — — et x ■ — r mettre H 

Il JCÂ 

sous La forme : 

M - * 

l + 2jcu-jç 2 

et donner L'expression de a, 

2+ On étudié G* = ZOloglHJ ; étudier - en fonction de a - le comportement deG dB 
en fonction d§ tagjr. Préciser La rature du circuit. 

Donner L'allure des courbes représentatives (diagramme de Bade en amplitude). 

3. Dans te cas particulier où ■= O admet x = D comme solution triple* 
déterminer; 

- ta valeur de correspondante, et l r ex pression simplifiée de G da (x} ; 

t î 

- La fréquence de coupure de filtre obtenue. 

On obtient alors un filtre dit « de Butterworth », 
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Mil. Ce cfü/il faut savoir 

* Propi têtes, de l'AO idéal, 

■ Fonction de transfert. 

» Loi des noeuds en termes de potentiels : théorème de Millmann, 


S'1. qu’Ü f&ui dQMjsr ehdV ç 


» L'application judicieuse de la loi des noeuds {exprimée en termes de potentiels) et 
l’hypothèse du fonctionnement linéaire de l'AO (avec E ~ 0) - nécessaire à la défini- 
tion de la fonction de transfert - suffisent pour éliminer les potentiels f V + et V A 
[en amplitudes complexes évidemment). 


* Four G jb , on étudie d’abord le comportement asymptotique. Le calcul - ultérieur - 
delà dérivée de Oiii en fonction de logx se ramène au calcul de - jB h et même à celui 


l dG 

de 

dx 


■y Sü]-aïiûh 


1, Écrivons le potentiel V A (en amplitudes complexes) du nœud A en fonction des 
potentiels des nœuds voisins (théorème de Millmann) ; 


V t V h 

Ç + V^ + V^ + jRC.üV, 


R*R +iC >“ 


2 + }RC|# 


D’autre part. l'AO est idéal (courants d’entrée nuis) et (pont diviseur de tension) : 

)C;*û _ ! y 

- r + _!_- i+iRC,«-i' 

je Z W 

En régime linéaire (ce que suppose l'existence de la fonction de transfert) : 

V+* V\ avec ici Vj ■ V,. 

Écrivons alors L’égalité des deux expressions de V A ,en tenant compte des deux égalités 
ci-dessus : 


V, = (1+jR Cj«)V s = 
(I +jM^u)(2+jRC,u)V l 
[(1 +|RC 2 fi))(: + jRC 1 m)- 


V t +V t +jRC,»V, 

2+JRG|£U 

= V t + (l + jRC p e»V 4 i 
(L + jftCj<Û)lV t - V,; 
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d'ail ; 


V 

H = = 


(1 +jRCji»Hî + jlW: ( <iïH(l +|EÇ t ui} 
en effectuant les produits et simplifiant, on obtient bien ; 


H = 


1 + 2jRCj<0-R ï C,C J © ï 


En introduisant üa, 


p il vient : 


R Jc^' 

iVC^iû 1 = ^ = x 2 ; 


Cjiü = = B ■ 

r Jc^Ci i 


soit : 

2* Exprimons G Jft t 


H = ■ 


I 4- 2jçue - x î 
Gu = ZOlog|H| = 10logjK| ; ; 


G dh = -lOtoelf] -je 2 ) 2 *** 2 * 2 ]. 

Pour x — ► 0, G^-jO et pour x —> 4^. G JB --J0logx j = -4ülogx, ce qui corres- 
pond è une asymptote [pour La courbe G lM en fonction de logxj de pente - 40 dB/décade : 
la structure du circuit proposé est celle d’un filtre passe-bas du second ordre. 

Les deux asymptotes se Coupant en i‘ - I , valeur pour laquelle, 

C dB (*= L) = -lÛUig(4a 2 ) = -2ülüg(2ü). 

Pour connaître le comportement de autour de x - L il faut déterminer le signe de 
sa dérivée, ou encore, La fonction Logarithme étant monotone croissante, Le signe 
dGjB 


de 


d* 


n _ dG dB _ lft dBogD lOdD 

dx ~ " dx “ D dx * 

avec D = (1 + 

d'où ^ = 2(1- x3)(^2x) + 8 a 1 *; 

4^ = ^x 2 - 1 + 2 et 2 ) 

dx 
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dx 




0 t< 2 ' 


D'oè deux cas à •envisager : 
• cl<-~ , sait — ■ < - : 

2 C, 2 


^ s'annule pour x = Del pour jc - J] - la- - j£ K (jc est toujours > 0) et est néga- 
tive entre ces deux valeurs, positive pour x > jc,. 


Du fait du signe -dans l'expression de , G^esi donc croissante dex = ükx = X(» 
puis décroissante pour* > x s (ce qui est cohérent avec le comportement asymptotique 
deG^ 

On peut donc donner l'allure des courbes : 



Le maximum de (pour jc= jq) est bellement calculable : 

C m {xm xJ - -lûlagD 

avec D = (I - ( I - 2a 1 )) 1 + 4tt a ( 1-ZCt 1 ); 

D = 4 a< + ^n î - Sa* ; 


D = 4a J ( ] - a 2 ) t 

oc qui correspond bien à une valeur Cjr positive (sauf pour le cas limite a 2 

D - l = -(la 1 -)) 2 ). 


2 ' 


fl 


1 


fl 


, est nulle : elle se confond alors avec l'autre 


La solution x, n'existe plus (ou* si a 
solutions?-®). 

ü dD est alors monotone décroissante, d’où l’allure des courbes représentatives : 
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c, 

(d’après te 2 *}, et — = 2, 
c l 

Dans ce cas. G js devient : = — lOlog | ( 1 -x 1 ) 2 + 2* 2 ] ; 



et <;*(*= ]) - -loiogi - -m 

x - 1 correspond donc à la fréquence de coupure du filtre passe-bas ( cf. figure précé- 
dente), soit : 

î . I 

ùb = m. = — == et L - - . 

1 JCfi^ IkRJÔ^Cj 

La courbe représentative de G d0 reste alors toujours au-dessous ses asymptotes» mais 
elle en est très proche : écart -3dH à l'abscisse du point de croisement de celle-ci. 

La courbe est semblable à celle d’un filtre passe-bas d’ordre ], mais la pente de l’asymp- 
tote (pour les fréquences élevées) est detK fois plus forte» 

logx 
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Amplificateur différentiel 


Les AO seront supposes idéaux et en fonc- 
tionnement Linéaire avec v t * v m . 

1* On considère Le montage de La figure 1. 

a. À quelle condition sur les résistances a- 
t-cn v 5 = GgLeg ? Donner U valeur de 
G 0 pour r; - 100 ktl et ^ = 10 k£2. 

b. On suppose que Les valeurs dés résistan- 
ces sont définies avec une précision de p 


"1 


-j 

1 Rz r 

*1 *Z 

Rî 

W' /Jjk// J7? *7? 


On pose e t = ^(e, + e z }ï e a = e l -e 3 Fîg. 1 

et: v t a + 

Calculer* en. fonction des résistances R tJ et RJ, tes coefficients Gj et G^ En 

déduire l'expression du taux de réjectîonde mode commun défini par T = 20Log — : 

| 6 C | 

(R * /R ) 

le résultat sera donné en fonction du paramétre t\ = ;_V et 

/RiJ 

Application numérique : on prendra G c * 10 et p * 1 °fa, puis G^ - 100 et 
p =■ ü r l ‘k et on calculera la valeur minimale de T (ce qui revient à se placer dans 
Le cas Le plus défavorable compte tenu de la précision sur La valeur des résistances), 
2 r u montage de la figure ï comprend trois AO* 

R est une résistance variaMe. 



Montrer que L'on a ainsi constitué un amplificateur différentiel de tension dont on 
exprimera Le gain G en fonction des résistances R', R r R* r Rj et Rj * 

3, Comparer Les deux montages. 


2 


es; 
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1 1, <1 e ] ] 1 f gtu| fftVo i r 

1 Loti de l'électracinétique. 

■ Propriétés d'un AO idéal. 


g?. Cg faut goMprgli^rg 

1* Le système fonctionnant en régime linéaire, on peut appliquer le théorème de 
superposition. 

2. On retrouvera dans le circuit le bloc étudié au L 


13, Soj^tioji 


1« a. L*AO est supposé idéal (i. c 0, 
i+ = Ûj absence d'offset} et en fonction- 
nement linéaire. Le théorème de superpo- 
sition donne alors: 


s A|e|tA 2 e 2 (1) 

On a donc : 


-a. 


■(?! 

uVi L -e 


* Calcul de À, ; 

Faire e 2 = Û consiste à réduire le mon- 
tage à celui représenté encontre : en 
effet, implique qu'aucun courant 
ne traverse R 2 et R| (i^neO), soir 
f + = 0, Il s'agit alors d’un simple mon- 
tage inverseur pour lequel on a : 
v 4 = ü 

v_ = (AO idéal en régime linéaire) 
t_ = 0 => f = Î T 

■ *|-0 0 - v % 

d oii : 1 = — — ■ 1 = - =2 - ■ 


r; 



R. 
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■ -Calcul de à 2 ; 

Gette rois-ci, ou annule e , et le montage de 
b figures est un montage amplificateur 
non inverseur pour lequel cm a : 

v_ = v + ; i = ï, d'où : 

Û-y + . „ W è — v 

t = - i = 


D'autre pan, le montage branché sur l'enlréç 
non inverseuse de I AO est un diviseur de ten- 
sion puisque t + » 0. 

, v« K 

Dou ; — s — - a> - 

*t R i +R J 

Au loi al, il vient t 




soit : Àj 


R) 


R) 

Reportant Les valeurs obtenues pour A, et Aj dans (I )» i vient ; 



Fig, 5 



Pour réaliser un amplificateur différent iel de tension» on doit avoir v f = 
ce qui impose : 

r; 

g - 1 + ^ - 

G ° vC, “ s; 


r; rw 

sou : 1 + — - — J 

iA) 

=> 

r;^ r; 

R | R,l 

«il 


r, " r 3 


Appküitiûn numérique : G 0 s 
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1. bt Q suffit de réécrire la relation {2) avec : 


DW; 


t £ “ 2^ |+ ^) 
*i = *2"*1 


Hf 


R|f e d \ + R|/ cA 

n " “r,{^“ 2 J + , r 4 v c 2J 


t + -=rj 


R\ 

1 + ST R\ 


R' 

1 + ^ K 

R, R, 

1+ e 


Gj G c 

Dès lo^ k rapport des gains de mode tornmun G É = — pour ? t « c 2 = c 0 ) et 
r Æ à 

diffirentienGj = p pour e. h 2 *= - -L ) «t dormi par ï 

" g, o-a-o-ag 

*>*a*('*8a' 


G, 

Cj 


r; r. 


Rj r; 
rT “ r7 


] r 1+ ^ + R î5i' 
IL R, R^R,. 



jrRÎ R* 2R;Rîf 

1 

Mt 

K 

+ 

+ 

*1 

£1. 


r; r; r; 

Posons — = et G|j - —, nous obtenons r 


$£ 

G d 




-[1 + n +2 i|Gq] 


Le taux de réfection T devient ; 


T - IQlog 

i +n + ^GJ 


m - 1) 
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Pour lui montage parfaitement réglé, on aunit ^ = G 0 , c'est -à-dire f| ■ I, 

et T serait infini (G* = 0 et C^-G^}, Cependant, les valeurs des résistances ne sont 

connues qu'avec y ne précision li mil# (id p %) x 

RI R, An ak; AR> ÀRi àk\ 

1 llj i; t) k[ Rj R, R^ 

Sait en prenant (pour simplifier) une valeur commune - égale à p % - pour les inter - 

. - AR i 
titudes relatives ■“ : 


— ! = 4 p et Ar|# 4 j> {puisque r^# I). 

Identifions alors |t|“ l| à ^(imprécision sur la connaissance de iavafeurdu paramétre 1]) : 

TgJOloJ 1 MVH 

I 2 ■ 4 p | 

Application mtmàriq ut : 

C% - IÜ et p? 0,01 m T s 49di 

G q = 100 et p = 0,001 => T = 88 m, 

2. On peut décomposer le système en deux blocs : 




r; 

Rj p—i j-i 

1 + w N 

AO, -y-» 


H. JW- « 

AO, -*-! 


f | 

r-i - — l-p + J ■ 

R" 



ÎB, 



1 


0« 

T B 



n 

R" 


I J 

L_ ™ i j 

AQ T r j, 



— “ — 

: L 



\x bloc II est identique au montage étudié au 1 , a. Il présente un gain C fl =» — et 

R 3 

constitue un amplificateur différent iel tel que V t ■ 
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Étudions le bloc L 

* Point méthode 

Remarquons tout d'abord que les AO étant supposes idéaux les tensions e[ et e[ ne 
dépendront pas des courants i J et i \ n l'étude du bloc I peut donc se faire mdëpendam ■ 
ment de celle du bloc IL 

Dès lors, les AO fonctionnant en régime linéaire, le théorème de superposition donne : 
K “ *n*i +a tl*l 

♦ Calcul des coefficient* oc,] et ntji s 

Mous avons a u - f— 1 et eu, - f— \ . Faisons e* - 0, dès lors 

1*1 J* -o = o 

(v_) 2 - (r + ) a = v(B 2 ) = 0 d’ou le schéma : 


On reconnaît là un montage du type non inverseur, de gain G, tel que ( cf. 1, à*) : 





Cette fois-ci, a ZÏ 


= 0 f, - o 

on est ramené au cas précédent en permutant If et R." soit : 




. Il suffit alors de taire e, = 0, et 



Chapitre 4 - ÉLectroci nétique 2 [213 


Exercice *12 


Exercice 4iî m 


finalement! on a„ dans le cas général : 



■ Calculons la différence (e j-e 



* Considérons pour terminer l'association des blocs I et II ; 


R» , 


RJ/, „ ir+ r'v . 

4 I + — h”*'»- 


On a ainsi réalisé un amplificateur différentiel de tension de gain global G ; 




3- * Réglage du gain : 

Le montage du L impose la modification des valeurs de deux résistances (puisque l'on 
R/ li* 

doit avoir au mieux = — ), ce qui est donc un inconvénient! les valeurs de résU- 
*i «a 

lances n étant pas connues avçc exactitude- Par contre, pour le montage dp 2» U valeur 
du gain peut être contrôlée par La seule résistance R, (On a préalablement réalisé „ 


autant que possible, La condition 


GBL-fla 




* Impédances d'entrée r 

Le montage du I. présente des impédances d'entrée finies R, = ( tO = R, et 

1 V J | Jtj m □ 

R. - [ — - R* + Rj (i, et (> courants traversant R, et RA qui peut être un 

V i > /r, 

Inconvénient. Pour le montage du 2., ces mêmes impédances sont infinies, du moins 
pour des AO idéaux ( j*(AO ,J = 0 et r + (Â0 3 ) - 0}. 


» Charge : 

Pour Ici deux montages, on peut placer en sortie une charge dont l'tltl des pôles sera 
relié I La masse. La présence de la charge ne perturbe pas le fonctionnement de ces 
montages pour des AO idéaux ( sauf si Limitât Lon en courant de sortie , , F ) 

* Les deux montages présenteront un taux de réjectkm non idéal (le bloc U du 2. étant 
identique au L), 
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Simulation d'une inductance 


1, On considère le circuit ri-deSSouS r on régime sinusoïdal permanent (l'AO est idéal 
avec v, ■ y. en régime linéaire). 


î Ri 

t _i 1 1 


R* 

1 fc 


H 



/fr. 



a. Établir la relation Liant les amplitudes complexes V fl et V t ï à quoi correspond-elle ? 

b. Calculer l'admittance d'entrée du montage : montrer que c'est celle de deux élé- 
ments passifs en parallèle dont on précisera la nature. 

2* On monte en parallèle entre les bornes A et M Le circuit suivant (AO idéal supposé 
en fonctionnement Linéaire) : 



Que devient L'admittance d'entrée de ('ensemble du montage ? 

À quelle condition sur les résistances obtient-on l'équivalent d'une inductance pure 7 
Application numérique : R 0 = R, = 10 kfl et C = 0.1 |iF. 

il. c!e fVal savoir 


* AO idéal en fonctionnement linéaire. 

■ Notion d'impédance d'entrée. 

* Association d'impédances en parallèle. 

•12. üe fftut domp reh<jre 

t. L'AO étant idéal, il ne circule aucun courant dans la borne d'entrée inverseuse. 
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l ** 

L’admi [tance d’entrée Y f est l’in verse de l'impédance d' 'entrée Z ( îY e - — - =■* 1^ 

— — L t v fl _ 

étant l'amplitude compile du courant «tranl par Lu borne A, Il suffit d'exprimer b 
somme des courants circulant dans les résistances Kg et ft t pour calculer l E . 

2. Dans ce second montage, le courant d'entrée est le courant circulant dans La résis- 
tance Rj» et la tension V, est reliée à V c par le pont diviseur de tension {R s — R*) 

( V* = V" car L'AO est idéal). L'admittance d’entrée de ce montage s’ajoute à celle du 
montage précédent (éléments connectés en parallèle), 

W~$. SûlulïeJl 


1, S» 


m 


Point cours 

Un amplificateur opération nd est dit idéal lorsque ses courants d'entrée sont nuis 
fi" - i + - $on impédance Lr terne de sortie également nulle, et lorsqu'il ne pré- 
sente aucun décalage constant en courant et en tension. 

Par contre, son gain en boucle ouverte i~ ;= 
peut ne pas être infini* ce qui implique* 7*~ 
en régime linéaire, une tension d'entrée I Ê 
F no n rigoureusement nulle (bien qu'en 
général négligeable, au moins dans le ( + _ 
cadre des exercices- proposés... et pour 
des fréquences pas trop élevées). 

On adoptera ici pour un AO en fonctionnement idéal : 

- régime linéaire j t = 0 et | V f \ < V MÏ \ 

- régimes saturation: V, = +v llL et e > 0 

ou V, si -V^ et ç < 0. 



Exprimons le bilan des courants au nœud B correspondant à 1 entrée inverseuse de l h AO ; 


R* fi * Ü 

y. j j+^ 

L'AO étant idéal, i - 0 dans L'entrée inverse use, cl un même courant traverse la résis- 

tance Kg cl U capacité C, doù î 

v *-ï: < 

- jCtüo^-VJ, 




SSS7/S 
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De plus, V = V+ = 0 (fonctionnement linéaire : e = 0 ). 

Soft la relation demandée : ^-V f + ^C(i>V i - 0 
R 0” — 



On retrouve la relation caractéristique d'un circuit intégrateur (la résistance R, ne joue 
ici aucun rôle. 

1, b. L’admittance d’entrée est définie par : | ( 



v,-v ( V, 



et en remplaçant V t par son «pression en fonction de V ( (relation (1)) s 

h s Ïf(ïr; + 

D'où l'admittance d’entrée Y* du montage : 

Y ru t . 

-? v r Uj IV 1 jI^B|Co> 

Cette admittance est de la forme : 



à condition de poser : 

f-L--U± 

î R u] 

[l,, - R^.C 

Le montage proposé est donc équivalent -dans le domaine de fonctionnement 
linéaire - à une résistance et une inductance pure montées en parallèle. 
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I 


£ 



2* L'AO étant idéal, les courants d'entrée 
âûrtl notamment nuis, d ou : 

* et le même cou naît 1 traverse les résista n- 
ccs R, cl R,j qui constituent ainsi un pont 
diviseur de tension, d’où : 

— ' R, + R,-*' 

Or V+ - Vj - V 4 (V^ « V-; AO idéal 

en fonctionnement linéaire), 

EL + Rj f ft*V 

50,1 

et en reportant dans l'expression de l* : 
d où l' admi [ta ncc d'cntrcc : 

r.-i. 

— RjR, 

Cette admittance s'ajoute à l'admittance V ( du montage précédent (branchement en 
parallèle), d'où la nouvelle expression de l'admittance de l'ensemble du montage % 


f t + y; - 




Celte admittance est celle d'une inductance pure si le terme réel est nul ; 


1*1 

R, EL 


«3 


À cette condition, le circuit simule une inductance pure de valeur : 


L E q = RûR L C 


Remarquons que I on peut obtenir ainsi des inductances de très fortes valeurs : 
IL = R, = 10kti H C = 0,1 fiF=>L - 10 H I 
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^ Condition de fonctionnement d'un filtre 

On considère Le circuit d-dessous. 


h 



I» Un générateur parfait impose une tension sinusoïdale Caractériser U nature 
du montage, On supposera qui l'AO idéal fonctionne en régime linéaire (e - 0), 

r; 

AfipSathfi numérique : -y = 10; R t -1 kft; R 5 = 9 k£î ; 1^*50 mH et C^lQnF. 

K i 

Z. l'étude précédente suppose Le régime sinusoïdal établi. Afin de valider cette hypo- 
thèse, on doit s'intéresser au régime tran&itoire. 

a. Établir l'équation différentielle reliant ^(t) I v 9 (t). 

b* En déduire La condition portant sur R Jr R z , R{ et Rj permettant de justifier L'étude 
laite en l* Commenter. 


il, C!fl «fu'il ^VQ ir 

* Lois de l'électrodiiétique. 

* AO idéal on fonctionnement lin^airc:- 


11, de cf-g*]] faut comprendre 

1. et 2. On suppose que le régime de l'AO est linéaire. 

La question 2 . propose d’étudier la condition de stabilité. condition pour laquelle l’AO 
fonctionne en régime linéaire. 

Solution 

1. On supporte que le moulage fonctionne en régime linéaire et que l'AO est idéal 
(£ = ÜJ. 
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m &3pJ3S(3 



D’où, en remarquant que le rcrème «jurant i traverse R, et R 2 : 



Et apres simplifications : 
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avec (jOq = Posons alors Hq, = 


Rf 

h iîf 


Æ £lï 
U 2 'r; ) 




R '- R ’üf 


nous obtenons : 


HQfS-51 

V«v m) 


1 s'agit d'yn filtre prose bande Centré sur t%> de facteur de Qualité Q, et de gain 1% 
pour la pulsation Centrale tû 0 , 

Application numérique: 

(O 0 = ■' J •- ] • - , =*û)y, * 4 h 5 ■ iO 4 rad ■ s r 1 =»■ / (l = 7,1 kHi; 

J 50 ■ I0- 3 - 10^ 

Q = 3010 r J XM 7 . 1 0 < =>Q = li4; 


lû 3 | 




H„ - 


=j H ft = 99. 


9 10 


Z. a* On a : v t (f> = L,^+ ^ +R,i + R J i + v t (2) (V = 

*Uî+Ri J 1 


+ Rf + Ri 

- v_ » R,i 


(r; + r') / Rf \ 

(3) 

et en dérivant (2) par rapport au temps et en remplaçant i à l'aide de (3) : 

d l v t i dv t / RJ\dv, f R[ \dv^ 

L - d? + ^ R ' + “»> d? - 4 + id-k ' -H 1 + sf J d7 


d 2 v c R,/R. R;' \dv. 2 R>/ R(\dv„ 

d? + ^U-Rî)d» +w » v * - t( 1 + rt)^ 


( 4 ) 


2. b* Il est donc nécessaire que la solution à l'équation différentielle sans second mem- 
bre ne diverge pas, « qui imposeT 


R. R, 

E-sf >0 


(l'équation correspondante s'identi- 


fiant alors à cdlc d'un oscillateur harmonique amorti.,,) 
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Cmmucniniréb 


EW -! < — , v,(r) uih! à diverger et ]'AD va atteindre b atturarion. On peut alors hmmim 
quccetétat n h cst pas stable et que finalement v 5 (t) vioscilIcrcnliT iV^d-V^.toûsolljlinns 

ne seront pas sinusoïdales, sauf pour — î suffisamment proche de (par valeur supérieures) 
I ,u I f 

où des apparaissent comme quari-iinusoïdaJes dr pulsation peu différente dr(^ d 


ÆcI’ji 


^ Filtre « entièrement » réglable 


Les AO sont supposés idéaux et fonction n«nt en régirais linéaire. 



1» On st place en régime sinusoïdal établi de pulsation o*. Déterminer la fonction de 
transfert complexe ; 


H(j<ïï) - 

En déduire la nature du montage et en dégager les caractéristiques essentielles. 

2* Tracer les diagrammes de Bode donnant « 20Log|H| et «p = arçKH) en fonc- 
tion de logf^j avec ; 


| 1 -sa 

' t/a^CjRjCj 


ü Solulioh 

1. Les AO sont idéaux et fonctionnent en régime linéaire. On a donc : 
<«%% " ( 0(0 wit fp = v t i 
(v + % a <0(0 d’où V D S f a ï 
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Finalement v A * v p = v B , eton peut prendre s, i, et v* comme inconnues principa- 
les, «étant imposé. 

'Les trois équations nécessaires à la résolution du problème s'obtiendront en écrivant la 
loi des nceuds (on encore le * théorème de MLltemann au* points A h D et B, 


* Nœud A : 


i(E - V,)+jC,i4tO - V.) + J-(Sj - Vj) -I, ) = 
D h oti : 


< l > 


* Nœud ü : 

j c 1 (0(s,-^+ J-(S-Vg) - U. + Dj - « 

wi (jC,« + ^J v o - JCjUSj + J-S ( 2) 


■ Nœud fl : 

J <«- V l) 

soi! (1 — h)V^ =■ Ot(S-V^) 
et V a = (tS => V A = ra| (3) 
puisque V* = V|, 

(2) entraîne avec V p s V A t 



el avec (3 ) i 


jR 2 C 2 tflS L = V A (| +^R Ï C 2 M)-S 


jRjCiûiS, s S [- I + a + o jkiCjû)] (4) 


£ 
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Enfin avec (1), (3) et (4} : 

* sM*s;TO t - 1+0+oiRA “ 1 5' 

Iteÿroupons les termes : 

^4ç + i*^*ITOi'0"î 

■ t, 


014 |: 


RjC ,a(ü - 


Çi -g) 


R,R 1 


C,£D 


U'oll une fonction de transfer l : 


R 3 C]®- 


i-ot 


ffiR.ÏL 

— Ci ” 


On peut remarquer que le crochet s'annule pour une valeur particulière ^ de la pul- 
sation Oï, Elle c&t donnée par la relation : 


^aK î C î R l C i 


° R, 

“RjCjUjCig- 

“>, - R^; « “ f - ^ 

D’autre part, la valeur de la fonction de transfert pour ta = est définit par 
H m H,, = On peut alors écrire : 

H È 


H = 


+ ^[£-£] 


Introduisons Le facteur Q =■ - 


Ri p K 
R l J a */®, 
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La fonction de transfort prend la forme ; 


I 



On reconnaît là un filtre passe bande : 

- centré sur la pulsation i 

- de gain réel H 0 pour G> s <& 0 ; 

- et de facteur de qualité Q, 

Commentaires 

| - En très haute fréquence, et i b limite, te condensateur C, constitue un court-circuit ce le 
potentiel du point A devient nui. I] eu est donc de même jH>ur le nceud B, et il nVâ pas de 
courant traversant la résistance aR. 
l>'où j = 0 ci j — i-g - 0* 

On a bien H-^0 quand 






X 


/777T7 

■ En très basse fréquence, et à la limite, les condensateur! st (MJiiibmwnt en circuits 
ouverts ; on a donc au niveau du ntzud O: 



d'otj 


/ ^ 0 

*r> = * - (O, = {vj t = ■ 


D n’y a pas de murant i reversant la 
B) et s = v 6 = 0 : 

H 


résistance (1 -H)K. Il vient i = 0 (Sot des ncruds en 


— ► 0 qtiand ü* -* Û. 


J 
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s 


La blinde passante à -3dB est définie selon : 

( A(d) nr s (flj| — <s) B , «vtC w H et to B solutions de l équation : 



D'où 


ûl 0 


i 

Q 


Cl 


fiw) B p 


fil I 

Q "E^ 


Le filtre passe bande peut être caractérisé par les grandeurs et . De ces 

trois grandeurs, seule ( Ati>) BP . dépend de ce qui permet de régler la largeur de k 
barde passante indépendamment des valeurs de la pulsation centrale U) a et du gain 
ruas i mal f I B . 

!l„ peul ensuite lire fixé en jouant sur La valeur du paramètre Ot (et en restant dans le 
damai ne linéaire» »,), (Oç est alors ai ustable i la valeur désirée en jouant sur R,, R 2 ou Q. 


2 . m Diagrammes de B ode : 


11 Û (i) 

G l1(l “ 201og t : en notant X = — , d où : 

îûlogH.-UJlogfl+Q^X-^], ce qui donne les comportements asymp- 
totiques suivants : 

■X« 1:G„ — “ tïOlosf^+iOlosiX 

ce qui correspond k une pente de + 20 dB par décade. 


• X » î : G llB --10log( ^ï ] = -t 20]og(^ D )-20logX 
(pente de -20dli / décade). 


- X = l:G êÈ = 20tû*H o . 

D'où les courbes donnant G JB en fonction de logX» et en remarquant que Les deux 
asymptotes se coupent au point (0 ; 20logH 6 } pour Q = 1, en dessous pour Q > I , 
et au-dessus pour Q < I : 
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Dès lors: 


* X « 1 : tantp - ^ et tp — t -i ? ; 

* X = 1 : tantp = 0 et tp = 0 - 

* X » I , ; tantp - -QX et tp ->■ « ‘ 

Remarquons de plus que la courbe donnant tp en fonction de logX est symétrique par 
rapportât point 0(0 ;0)„ % a = fogl = G et tp = 0, en effet; 

x il 

X J LogX =?• -logX. 

D’où Les courbes dessinées pour différentes valeurs de Q : 
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Exercice «te ** 


Dérivateur 


1, Donner Le Fonction de transfert du circuit ci-dessous, pour on AO idéal dans Le cas 
où f - G en régime linéaire. 



Donner L'équation différentielle Liant vj^t) et v e (t) t pur un régime Linéaire quel- 
conque, Quel est Le rôle de ce circuit ? 

2. On veut tenir compte maintenant d'une résistance r en série, située A L'entrée du 
montage. LAÜ est toujours supposé idéal, mais de gain fini i on L'assimile à un sys- 
tème Linéaire du premier ordre obéissant à L'équation diffère ntieLLe : 



a. Établir rçue L'équation, différentieie vérifiée par v s (f) peut s'écrire sous la forma : 


1 &\ 2^d^ 

cijd^ + n 0 dt + " : 


— ftC — — (avec [ + — « I )* 
df Mo 


Montrer que pour /■« R, Les expressions approchées des coefficients £1 0 et sont 
données par : 



et 


, rC 

À “ior 


On prendra : £ s û r l et R = 10* £1. 


b* À queLle(s) condition (s) peut-on retrouver, pur le montage étudié, un comporte- 
ment voisin dt celui du dérivateur parfait ? 

Quelle valeur a-t-on intérêt à donner à r ? 
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1 Sojuliofr 


y $ 

1* La fonction de transfert H « caractérise le comportement du circuit en régime 
“ 

sinusoïdal permanent, V ( et V f étant les amplitudes complexes des tensions sinusoï' 
daJes de sortie et d'entrée. 

Ici, TÀO étant idéal (pas de courants d'entrée), le même Courant traverse le condensa- 
teur C et la résistance R, soir avec e = 0 (fonctionnement linéaire) : 


V f - 0 & - V, 

1 r = ~ 

jCtfl 

Soit : ^ -jR C0)V t 


et 


Hs-j RCfio 


( 1 ) 


Équation différentielle liant v t (f) et v ( (f) : 

=&' 


i<<) = C^(f,-0) r- 


R 


d’tï 


n( f ) = - RC 


àv c it) 
d t 


m 


R 



/7Z7T7 



QnmmcniitÏTçs 


■ L'équation (2) est celle d'un dérivaieur partait. 

* On aurait pu directement passer de ( l) à (2) en substituant au facteur jco l'opérateur de 


_l 


2* S. On a toujours i_ = 0 n et le même 
courant i(f) traverse les composants r, C 

et R. 

On a donc : 


- (r+ R)i+ ^ avec 

Ï-* 

df 



V * W\" 


m 


-E(0 


M) 

/7TJ77 


" 4 --S*>- 4 ;-ê 


O) 


D'autre part, i * — - — - (4) 

On reporte (4) dans (3 }, en éli minant i ; 

(rtjtjf. J* ^ I , - 

df dr R v dt dr ) RC ih 
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Exercice 


£ + v. + rC-r-^ + (r + R)C— {5) 
üf uf 


De plus, l’AO fouet fonne en régime linéaire selon : 

| dv. 

v 4 + “- r * JJiiE. 
* «H>di ™ 


(5) devient afeï® 
dv. 


-rÆ „ ïitr c^ + i(v < a£‘i + i!^£a^']. 

dt 1 âî n c V 1 to^df^ M fl \dt <%d t 2 ) 


Regroupons [es termes : 
(r + R)Cd*v. . f r , 




rC+ — t^Tt l + - 
Msv®& dt 1 l p 0 J dî \ Ma 

Équation de la forme (avec 1 + — ■ 1 ; |Xq ■ 10® > : 

P# 


1 d : ^ 2kdv t 

dv 

Qj «if* + Qo d' + v ‘ ~ 

ât 


° B:a * = ^ÏW~TÛC (,m,R5î>r) - 
£ s ,c+— +fclISl£,rC + — » — 

Rfl Mn*% \h 

Avec les valeurs numériques ind fouies dans le texle N i] vient : 

= 1? - 10“ => £L* lÛ 4 rad i~ { , 

0 10 4 io- ? J: 

^ s rCt HJr 7 + Kr* - rC pour r multiple de 1D0 fl. 

âW ces approoti mal ions, on a donc : 

n ** i rC F&ï 

L'équation difféncniiclle homogène associée à liquation (6) s’écrit i 

dK 

C'est celle d’un circuit R-L'-C' série de pulsation propre et de facteur de qualité 


2* b. La solution v s ( r) est approximativement celle du dérfrateur parfait 
^ fcf # ( f) » -R,Ç^- E j dans la mesure où Teffet du (pseudol circuit R' -L -C'est négligea- 
ble. Il faut ainsi réaliser deux conditions : 
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- ks solutions de l'équation homogène doivent être rapidement négligeables,, donc 
suffisamment amorties ; 

- les termes faisant intervenir les dérivées de vjf) doivent rester petits. 

Plus précisément fcs solutions de l'équation (6) peuvent s'écrire : 

v t { t) = v t (*J + v,p(t). 

(traniiiüïre) (süMùwi pajiiculitre 

CrtnffiiJMrtdirtt 1 

■ La première condition doit donc st traduire par ï^fr) — * 0 le plus rapidement pos- 
sible* Ct qui correspond à ï, » i { \ ■ L est associé à l'amortissement critique!. 


Commentaires 

| U a ru JeçHJï d f ime équation différentielle- * classique « l 

g + 2^%^, = Û J E m 

les Solutions de l'équation homc^nr (équation (7} où £ - 0) se déduisent des racines de 
L’équation caractéristique : 

+ + t* 0 

dont le discriminant (réduit) est : 

à' = CU^-ûJ ,= Ù*{X1-1) 

d’ûii déui cas ; 

■X^l ; racines, réelles X - — Ag. (X± */?l j - 1). 


Soit vfr) '’ + fif 1 
avec t,t a s 2 2 t, = 


^ et %2 * À-t\+ 

Q^a+jv^i} ^ 


Qu&nd \ raie de I à P» infini ", t, décrit l'intervalle p- -f 0 et t 2 riiitervalle -4 **. 

“-Il 

Il vaut mieux choisir X proche de I (ici par valeurs supérieures) pour avoir une dicrois- 
«nce rapide ^atort t;, -T a ~% = j . 

’ 1 < I i racines Complexés conjuguées de la furme - À.fï u ± }&\ d’oii des solutions à(?) ; 

v(0 ■ r^A«B# r t+ Etsincii'e) 


soirv(i) = e T (ActH«'r + Bnntar) oït t = *— signalqui s'atténue d'autant plus rapi* 

Ali,, 

demenc, à £1„ fixé, que \ est proche de I. I 

En conclusion, cette étude montre bien que l'amortissement le plus rapide du régime 
« transitoire » est obtenu pour | ^ = 1 j ~ jj- j* 

■ La seconde condition impose Qq, suffisamment grand pour que l'équation {6) se 
réduise à : 


v,(f> 


dy, 
S -VLC-r 1 
dt 
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Exercice 


Si v r { f) présente une constante de temps t £ caractéristique df semridtions» il en sera 
de même pour v^ff), et : 


iJVj 

~di 



soit : 


J_ d J v E 

Si» "JJ 


« l v J 


nk* 1 - a ^k 


et 



IX 


U 

(si JU I > 


Avec les valeurs proposées, on a = lO 1 ' rad *r* 3 » ce qui correspond à une fré- 
quence / 0 telle que : 


h " ' 


/„ * 16 kHs, 


Ainsi, Le dérivateur pourra valablement fonctionner pour des signaux de fréquence 
nettement Inférieure à * 16 kHz, .. 


D’autre part, le choix X 

l 


Soll encore r : 


10 


1 im f° se: r 'cte' 

- ? V io ■ îo* 


CoJflWfiofflirei 


■ Cette valeur de r vérifie à peu près la condition r^R. Ona en efTet : 

J-ïSS-2-l(H. 

1 10 * 

■ On peut aussi peiner que le drcuft réel fonctionnera il peu près comme un dérivateur par- 
Hait tml que fdifet de rwti négligeable devant fi muance du condensateur : 


Cca 

ce qui impose une limite supérieure aux putatiuns tu compatible» avec un bon fonctionnement : 


m m -L 


L 


" rC 200 IO- T 
« qui correspond à peu près a ü> «K L^. .. 


i 5 • 1Û< ntl ■ r 6 


Notons que la présence de celte résistance r est en pratique indispensable pour \* stabilité du 
moniale ; avec r = 0, le pin (momage inverseur ) tendrait vert l'infini lorsque - ^ -a0,.. , 
effet lieu reusemeni compensé par la limitation du gain de l'AO aux fréquences élevées I _ 
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Mécanique 2 

A * Oscillateurs 

B ■ Forces centrales et systèmes de deux points matériels 
C - Changements de référentiels 

* ^ 

D - Mouvements dans des champs E et B 


A. Oscillateurs 


Association de deux ressorts 


Un ressort «idéal» supposé de masse 
négligeable, est caractérisé uniquement 
par sa longueur au repos l Q et sa raideur k. 

1. On accroche deux tels ressorts bout à 
bout : montrer que l'ensemble est équiva- 
lent à un ressort unique, dont on précisera 
Les caractéristiques. 

2, Même question si les deux ressorts sont 
montés côte à côte, un dispositif conve- 
nable, de masse négligeable, imposant i 
La barre de Liaison un mouvement de trans- 
lation parallèle aux axes des ressorts [la 
barre reste constamment perpendiculaire 
à Cet axe). 



3. Commenter les résultats obtenus au 1. et 2. 


■ 1, Ce ^U’II faut Ja voir 

* Oscillateur harmonique non amorti : énergie potentielle élastique, 

HII. Ce faut 

1. et 2* D'une manière générale, il faut étudier le comportement du dispositif soumis à 
une force d'intensité F donnée, et déterminer l’allongement AL Si le résultat peut se met- 
tre sous la forme F = kAf, l'ensemble est bien équivalent à un ressort unique de raideur è. 
Dans le premier cas, l’équilibre du système Impose l’égalité des tensions des deux res- 
sorts, tandis que le second dispositif impose l’égalité des longueurs {et non des allon- 
ge roents, 

f > Solution 


1, Soumettons le système à une force d'intensité F [ F = Fs^ 
et F > 0 ) et étudions le système dans sa position d'équilibre, 

+ 

Le poi nt A, sans masse, est soumis à ta force F ci à La tension 

— * _| 

du ressort Tj = - 1^)1*^. 





® 


B 




1 — » 

Ti 


A 

F 

' z 
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L'équilibre impose : 


F + Tj= = fl 0) 

De même» te point B est soumis,, de En port du ressort (5), à la force -T> et de la part du 
ressort (T), à la forte T t - On a dont:: 


(2) 

Il en résulte un allongement total du dispositif Al tel que : 

Al - (ij — Içj) -Mi] — /fli K 

Soir d'après (2} : Ai = 

et avec (1) : Al ■ + F. 

Mi 

L'ensemble est donc bien équivalent 4 un ressort unique de raideur K = 
(F * Kâi ) P et bien entendu de longueur à vide f 0 = ! 0 , + 102. 


fc.jfcj 
k t + fcj 


Les deux systèmes contiennent également U même énergie. On a ainsi pour le système 
desdeux ressorts: 


E P = |*.a, -*« j* 
s 0 ** E, — ^[EiU-WJ 2 "^u)P 



Et pour le système équivalent : 


£, - 1k(AI) 1 . ^lK(il))» - |L (4) 

* . ... ... . I fc, + fcj t i 

Les expressions (3) et (4) sorti identiques puisque “ = —— — * -- + — ■ 


2. Le système de guidage impose la même longueur 
t aux deux ressorts. On a donc Tj ■ 
et 

Dans le cas général, ces tensions ne sont pas égales, 
ï-eur moment en B n'est donc pas nul, et le système de 
guidage doit compenser ce moment. On peut alors 
supposer que cela s'effectue par l'intermédiaire d'un 
couple qui rv affecte pas le bilan des forces s’exerçant 
sur la barre. L'équilibre de cette dernière s'écrit ainsi : 
F - t j ( ! ~ £uaJ ” 

Four F = 0, on obtient : 
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Exercice »i 


1 


Et pour F =é 0, il wnt : F = (fcj + i 2 )[l- IJ - (i, + où Al représente Faüon- 
yemeni du système- 

L'ensemble est équivalent k un ressort unique de longueur au repos ^ et de raideur 

K = J fc ( + t,. 

D’un point de vue énergétique,, ü faut prendre une origine associée à la configuration 
d’équilibre pour F ^ 0. Ainsi pour une force F * 0 et donc une longueur d’équilibre & 
3 apparaît une énergie élastique supplémentaire : 

- yo- vw 

soit e; = + «) 

quantité qu’il nous faut comparer | ■ fl — Jg) J - 

Calculons donc E" - E' : 

t; -z; = + 

K -K - 

+| |*J Kl- U* +0.-^1- jM'-W 1 } 

or (I-W' + Ut-W 3 - (!-(.+ J'-îd-UH.-l.,) 

- (1 -InP-lO-Wk-kd- 

Soit après des simplifications évidentes : 

e'-e; - -Jfc,(i-Wo-W‘M'-U<*-to 

E;-E; = + d’après (5)U= l^poor F =* 0). 

fl 

lî y a b ien identité entre l’énergie E' associée au ressort équivalent de raideur K de lon- 
gueur à vide J lt et Le supplément d’énergie élastique pour le système réel (entre les états 
Y - 0 et P * 0 ), 

3- ■ Considérons d'y bord Les raideurs. Dans le premier cas, les deux ressorts Sont en série 
et on i| * j- 4 — ■ Dans 3e second cas, iis sont montés en parallèle et K * Éj + lj. 

* L'association en série met en évidence le lien entre raideur K et longueur à vide ^ d’un 
ressort. Ainsi si l’on divise un tel ressort en N parties égales, chaque partie aurai 

- une longueur à vide ^ ^ 

- une raideur NKl ^ s N Y 

CÜ, NK/ 
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Un I ypt de ressort donné suit La loi : 


[ longueur a vide x raideur = constante j 

la constante étant caractéristique du matériau (propriétés de déformation élastique) et 
de la géométrie (diamètre des * spires * et rayon du & fi] * constituant le ressort à bou- 
din,.,,), 

L’expériefloe montre bien que, soumis à une force donnée, urt ressort d'un modèle 
donné s’allonge d'autant moins qui] est au départ plus court,.. 

Remarquons que - dans le deuxième cas - si les ressorts ne sont pas identiques, l'équi- 
libre au repos impose T| = -T 3 (P -fl}, 

La barre est soumise à un couple, qui est compensé par le dispositif de guidage , ce cou- 
ple existe de manière générale. Il n'est nul que dans Le cas particulier où : 


soit : 


c'est-à-dire : 


ce qui Impose : 


soit, si i*it| ; 


T, = T 3 s 


F 

I 


M'-W - - 5 


! kl + “ MG 


_P^ 

2k-, 


r-2M,-£=£- 

*3“ *1 


Dans le cas où k 2 = k v , cette absence de couple n'est possible que si 1 D > a ( 0|1 mais 
est alors réalisée quel que soit F (cas de deux ressorts identiques). 


^ Décollement d'une masse 


1. Un point matériel A, de masse m t est posé sur 
un plateau horizontal P, de masse M, soutenu par 
des ressorts équivalents à un ressort unique de 
raideur k : ce plateau ne peut se déplacer que ver- 
ticalement. On appuie sur Le plateau, qui se 
déplace d'une Longueur L comptée à partir de sa 
position d'équilibre initiale, et on Le Lâche sans 
vitesse initiale. 



Déterminer (a condition que doit vérifier Le déplacement f pour que A ne quitte jamais 
Le plateau. 
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2r Un chariet de masse M peut glisser sans frot- 
tement sur l J axe O z. Il supporte un point maté- 
riel A de masse m. Il y a frottement entre mettf r 
Qn admet La condition de non glissement de A 
su r M : 


A 



O ? 


| F f | ■c/rnj [/coefficient de frottement) 

où P ( - F f u*. représente la force de contact tarsgentielle exercée par M sur A r Quelle 
est l'amplitude maximale a K des oscillations du chariot compatible avec l'équilibre 
sur celui-ci de La masse m ? 


— 1, Ce faut g&vojp 

* Loi fondamentale de la dynamique - théorème de la quantité de mouvement. 
» Oscillateurs harmoniques. 


mi. Ce faut tfcmprehdfre 

L Tout mouvement - autre que rectiligne uniforme - nécessite une accélération {c'est 
h réciproque du principe d'inertie...} à laquelle correspond nécessairement la résul- 
tante de forces subies par le mobile. Dans le cas présent, la masse m est soumise A son 
poids (vertical vers le bas) et à la réaction du plateau (vers le haut) î l'accélération que 
peut subir le point A - en orientant selon la verticale descendante - est donc limitée 
par la valeur deg- 

11 faut donc calculer l'accélération liée au mouvement d'oscillation du système, et cher- 
cher à quelle condition elle restera effectivement inférieure à g. 


Hy Solution 

I. Le point matériel A est soumis à son poids P = mg et à la réaction R du plateau. 

4 — * 

Potittns R ■ —R u„ . 

Le contact subsistera si II demeure positif. 

Te point matériel quittera le plateau dés que R ■ 0. 

On est donc amené à calculer R. Four cela, appliquons 
la Loi fondamentale de la dynamique à A en supposant 
qu'il reste solidaire du plateau : 

mà = pii£-R=sK - ffl(g- 7), 

R posi t if ini plique donc une accélération i i nférieure 
kg. Le calcul de cette accélérai ion s'effectue à partir de la loi fondamentale de la dyna- 



mà 
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mique appliquée au système matériel {masse A + plateau} assimilé à un point maté- 

i 

fiel, c'est-à-dire en notant F = F U x la force exercée ki par le ressort : 


{m+ M)z s (r«+M)g + F. 


P'où: g-k = TT et R = — — (-F). 

m + M rn + M 


Àirsi b il y a contact tant que F < 0, Ifour déterminer F, prenons l'origine des z pour 
un ressort ni tendu, ni comprimé l dés lors ; 

F = -kz et 

La masse À ne quittera jamais le plateau si, compte tenu des conditions initiales, la 
position z - 0 n'eit jamais atteinte. 

Le système est un oscillateur harmonique non a mort i qui va osé il 1er autou t de sa posi - 
lion d'équilibre déünie selon : 

{m + M)g ■ kz 0 . 

Or à f = 0, cm a Z = 2g + f et i = 0 ; Les oscillations vont donc s'effectuer entre les 
limites z 0 -f et %+ L 

À restera solidaire du plateau si la valeur minimale z 0 - f de z reste positive, soit pour : 
^-f>0 =î 

Dans le cas contraire, A quitte te plateau pour z ~ Û, 




2, La condition de non glissement de La masse A 

pf) par rapport au chariot est : 

P f | 

La loi fondamentale de la dynamique appliquée O 
au point matériel A donne : 



■ r ** _ 

mz - Ff {«ec F r - F ( u t ). 

De la même far^on qu’au 1„ le théorème de ia quantité de mouvement pour le système 
masse A-chariot s'écrit : 

(m + M )z » - Jfcî (pas de frottements sot/chariot, et la force exercée par le ressort 
est F J = - fcrü^, l’origine des z étant choisi pour UH ressort ni tendu ni comprimé). 
Le non glissement de A par rapport au chariot éSI assuré tant que ; 


7 M <ftng^ H < J - 


Enfin si l'on note l'amplitude des oscillations (A et chariot solidaires) „ l'inégalité 
précédente se traduit selon : 

% *■” 
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I 


^ Oscillateur harmonique amorti : 
temps de réponse - Sélectivité 


k. m 

æm wmam— 

X 


Une masse m peut glisser sans frottements sur L'aise jr'Ü* d'un plan horizontal. Elle 
est reliée à un ressort de raideur k et de Longueur à vide (q. On Tepère son mouvement 
*(f) par rapport à sa position ressort ni tendu ni comprimé. Elle est de plus soumise 
à une force de frottement fluide / =* ^2kmxu x s lï j. 

t k ùJ n 

On posera = - et 0 = ^ ■ 

119 2K 

1. À l'instant initial t = 0, la masse m est en x - O avec une vitesse nulle. On la 
— § 

soumet alors à la force constante F 0 = Déterminer La loi du mouvement *(t) 
dans Le cas où le facteur Q est suffisamment grand devant 1. Représenter le graphe 
dex(t). Commenter. 

On notera X ü = ^ 


2. Soumise & F c , La masse m est maintenant immobile en * - K a . 

On supprime La force F 0 â un instant pris pour origine des temps (t = 0). Donner la 
nouvelle expression de x(t) dans le cas où Q» 1. 

Dans les mêmes conditions, montrer que l'énergie mécanique E m (t) du système vérifie 
E.(t) = EpCOJe^: on exprimera t en fonction de oog et & En déduire que l J on a : 


Q - 


ln 


Emft) 

EJÉÏ-^Ct+V 


aù T 0 = 


~ Conclure, 
ü) 0 


3. Le système est désormais soumis â une force sinusoïdale F 0 = F c cosmt - . Étu- 

dier la réponse de l'oscillateur en régime forcé. Dans le cas où Q » 1 > déterminer la 
bande passante Ato en fonction de cûj et Q. 


4* Commenter Les résultats obtenus au 2* et au 3, 


ai . £e cju^l faut savoir 

Points de cours 

■ Oscillateur harmonique amorti forcé. 
1 Énergie mécanique. 
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Outils mathématiques 

* Équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre, 

* Utilisation de la notation complexe. 


41, Ce faut tfoM^refl<fre 

1* On désire laine passer le système de Tétât (x. x) - (0, 0} à Tétât (a^ac) - (X^ 0). 
Cette évolution s’effectue via un régime transitoire quasi sinusoïdal^ l’échelle de quel* 
qucs T flh dts que 1 amollissement est faible, ce qui est le cas pour Q 25» I ; le régime 
est alors pseudo-périodique ,,, 

2, On peut laine la même remarque qu’au L le système évoluant cette lois-ci dans l’autre 
sens (les conditions initiales seront différentes). On peut s’attendre à ce que le temps T soi! 
d’autant plus grand que Q est grand (faible amortissement) et E% faible (T„ grand), . . 

3. Il s’agit dé l'étude classique du régime sinusoïdal forcé. La bande passante doit fifre 
d’autant plus étroite que Q est grand (meilleure sélectivité) et que et faible. 

Il apparaît que T varie en sens inverse de 


SoluUoh 


1* Appliquons au point matériel fu la loi fondamentale de la dynamique, en projection 
sur Taxe x'Ox : 

mie » - kx - llîtîjè + J? 8 , 

Soit avec ir = et 2à, = : 

■■ ®i- „ i „ v 

(1) x + —X + iQç.x = — = jUq = X 0 «V en posant X a = j- 

Eti fait, %[,, correspond à l'abscisse de la nouvelle position d’équilibre due à Va force exté- 
rieure F 0 appliquée au système. 

Posons alors jr(f) = X 5 + «(f). Dès lors : 

M + <*4 W “ 0 (2) 

Cherchons des solutions sous la forme c doit vérifier l'équation caractéristique : 
ni . • 

+%*(> P) 


Son discriminant est A - --ij. Il est négatif pour Q > et donc a fortiori 

pour Q » l . Dans ces conditions, les solutions de (3) sont données par : 

<% . r T" . rr 

'■ = - 2 Q + , N l '|qî “ Pi ” -ÏQ- l V“î? 
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Posons eu = Jl - =* w # pour Q 1 il vient : 

■b f 

u(t) « « z ^|Aœs(of+ Bùittt) 

et #(^ï = X^ + c 2Q (Aco$tof + BsincoO. 

Traduisons les conditions initiales jrfO) * 0 et.t(O) = 0; 
x{0) s Q =* X fJ -l A = 0 => A = -X„ 

i(0) - « * a(- g) + B« - 0 » U - - 


Finalement 


m 


^1-e ^ r {cü4tBf + ^^rinüf] * 


Et pour Q » U soit ai =■ to D , et en négligeant le terme en sinus, terme d'amplitude pro- 
portionnelle à . j. - très faible devant l’unité : 


x(t) * X ( 


. _j r 


P’ùsi les graphes f -* a(/) : 



C’QinfitçHtairg$ 


\ "le système a - jiiwini * sou régiine établi (tikw appelé régime permanent nu régime forcé, ei 

p 

correspondant Ici J a ■ X L , = ) dès que ieiere^; écoulé es^iaifiisainineni grand devant un 

temps ^araciérisiiqije que Too peut évaluer à ï' = “ (if. erp^- - «q>(-.p j ). 

C’est k temps nécessaire pour que le système puisse - oublier * ces conditions initjaks- 
■ Four f «£ f', on a affaire à un régime transitoire qui présente ici les caractéristiques d’un 
régime pseudo-périodique i pseudo-période - Tg pour J J, J 

Z. r.n régime établi, d sous L’action de la force extérieure F^on a une élongation du res- 
sort x = X 4I . Supprimant f & , Le système va tendre vers sa nouvelle position d’équilibre 
A' = 0 en effectuant des oscillations pseudo-sinusoïdales autour de cette position. 
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(ûjj . 2 

D’après te solution de l'équation x *- —x + 0} € x = 0, est donnée par ; 

je(r) - c 2tJ ' (Aoosc&t + Bsinüïf); |Q > - ]■ 

tëSf, 

Avec ici Jt(O) = et x (O) — O soit : = A et - —A + Btü - (L 

Et avec les mêmes approximations qu'au 1. nous obtenons pour Q » l : 

jc{(> - X^e ^a»ûùbt 

* L'énergie ■cinétique Je La masse m a pour valeur, à chaque instant : 

I I j tT dû.i q* 

E £ ■ -mx 2 # Q 1^-— cosû^f-tBasintû^fJ . 

Et, en tenant compte de ce que Q Si 3 * 1 : 

Ë £ #-mù^X„e Q sin^tn^. 

De même, l’énergie potentielle associée au ressort s’écrit t 

Ep - = t ü T ca**ia ü t 


1 - n ( 

ou encore, avec k - mtû^: E p #-iHU^X 4> e Q coa^t. 

L’énergie mécanique totale du système E m ■ E t . + vaut donc : 

E m (.t) = im<4xJe"^ J . 


À cette approximation, nous avons : 


EJr) = EJÛ)e ‘ 


en notant x - — temps caractéristique de décroissance de l'énergie emmagasinée 
B a 

dans le système. Plus le facteur Je qualité Q est grand, plus ce temps t possède une 
valeur élevée (à fixé) et corrélativement moins les pertes d'énergie, * rapportées » à 
un intervalle de temps T & , sont importantes. 


Ainsi on a l 


E m O)-E m {f+T 0 ) 

Ë m (t) 


1-e 


Si 

Q 1 


* 


2x 

Q 


soit encore \ 


_ EJO 

E ra O)-EJr+T è ) 
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Exercice wï 


d’où : 


Q = 


m 


énergie emmagasinée à l'instant t 
énergie perdue pendant T ü au voisinage de l'instant t 


Celle définition est assez générale. Elle peut justifier le nom de facteur de qualité (ou 
de mérite) donné à Q. Elle est suffisamment large pour s'appliquer à des systèmes 
variant de l'oscillateur harmonique étudié ici k la cavité Laser... 


3. L'équation différentielle du mouvement s’écrit maintenant : 

“ £Uj, . » Fn 2 

X +-^yV*CS 0 3t - — COStÛf = X 0 U> 0 COSC!)f (4) 

Le régime forcé correspond Ici au régime sinusoïdal établi de la forme : 
x(f} - Acos(ûjf+ ipÿ. 

On pose alors x(f) = Rè[je(?)] et x(t) = Xe'^ 1 où X = AtK 
Ainsi jr(f) - -cuAsln(ti>r + tp) - Ref jc&x] 

x{î) ±± -a> 2 Acos(a>f -np) = Re[-tfl J jj. 

L'équation (4) se résout sons la forme : 


Re [- co 2 * - j ta^x + Cûjxj - X fl û)jRe| €<*"] . 
je esr alors solution de l'équation : je£( eo^- w') + l Cù ^j = 


soit encore : X ; 


n-fi+j? 


■ en notant q ■ 


«N» 


On obtient donc d’après ce qui précède (X = Àe^): 




tan « - — 2— avec sinco < 0 

soir -*<tp^CI. 


* Étude rapide du terme d'amplitude A(î|) : 

- Four r\ « t, on a A- X 0 = ^ et pour Tl » 1* À - — ; = — ^ 

0 ir r ï | 2 rriW 2 

Ainsi en très basse fréquence (ü>« tOj ), c'ett l'élasticité (ici le ressort) qui limite la 
réponse du système, alors qu'en très haute fréquence ( (ù » fc%), c'est l 'inertie (ici la 
masse #0 


- D'autre part, A(f|) admet un maximum si l’égalité suivante est réalisée (annulation 
de La dérivée par rapport à q- de l'expression sous b racine) : 


-2f!~n 2 ) + “ - û=mï 2 = 1 - — , 
ce qui exige Q > ™ (condition bien évidemment remplie pour Q » 1 ). 

Jl 
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Reportant cette valeur de î| dans A, U vient : 



On a bien A nu , > X a . et pour Q » 1 : = QXj . 

It y & résonance (id d'amplitude) pour La pulsation 0>- ü> 0 (Q » 1 ). 

A ccttc pulsation, ta réponse du système présente une amplitude à peu pris Q fois plus 
grande (pour Q I ) que celte que l'on obtiendrait en très basse fréquence, ,, 

4 Pour caractériser l’acuité de la résonance, on définit la bande bassante Ato à -3 dB 
sel o n : 




or pour Q » l, les valeurs de f| satisfaisant (5) deviennent très proches de I, 
Posons 1^ = 1 +e(Q) avec |e| « S, dès lors: 

« 4£l *^[ 2 - ni -^]*55 (=«1-1 n Q » 1) d’oti e#±jL 

soit : 10,, * + jLJ « «.*«.('-53) 

Finalement 

D'où la courbe donnant ^ en fonction de n “ — 
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4. On a montré que le système proposé pouvait être caractérisé par un temps de 
réponse en régime transitoire de Tordre de t a — et par une bande passante en 

Ü]L 

régime sinusoïdal forcé égalt à Au = — (Q » 1 pour la réponse en amplitude). 


T ■ A® - 1 


H us Le temps de réponse est élevé, plus La bande passante est étroite et plus la sélectivité 
du système est importante. .. 


On obtient un système analogue en électricité avec un circuit série IUjC : 
R (« frottements * : dissipât ion d'énergie) L(« inertie») cl C{« élasticité L’étude en 
r v( f) correspondrait à celle de la tension aux bornes de la capacité. Les * forces » 
F(() seraient fournies par un générateur... 


^ Vibrographe 

Un vibrographe est constitué d'une masse m suspen- 
due a un ressort de raideur k et de longueur â vide f 0 . 
L'extrémité 0' de cet oscillateur est solidaire d r un bâti 
subissant, par rapport à un référentiel gaüléen & 0 , un 
mouvement vertical représenté par la fonction ym. 
La masse m subit de plus une force de frottement 
fluide / = ^ En L'absence de mou- 

vement du bâti (y s Q} r La position d'équilibre de M 
est repérée par x - jt 0 . 
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On suppose que Le bâti subit dans M 0 des 05çilta.tfons sinusoïdales de pulsation üj : 

y(f) - 


1. Déterminer, en régime établi, l'amplitude des o saltations de La niasse m par 
rapport Au bâti ainsi que Le déphasage cp de ces mêmes oscillations par rapport à eel- 
les du bâti. 

_ fk tjQ j. 

On posera cüu = f— ; n = — et Û ^ 

^ Vfli ' o> fl X 

Tracer les courbes donnant ^ et sfi en fonction de La variable réduite — Commenter. 

®| 


2. Comment choisir la valeur dé G pour que se confonde avec Y*, à 2 % prés, sur un 
domaine continu en fréquence aussi grand que possible, la valeur de % étant fixée ? 
On donne : 


2jt j 


= 1,02 pour x = 0,789 ; 


m x) - 



=* /(Ü,7B9 ; 1,44) * 0,93. 


I Solulioft 


1. Plaçons-nous dans le référentiel i' lié au bâti et posons X =■ x-x a ce qui élimine 
les forces définissant l'équilibre en l'absence de mouvement du bâti. Par rapport à cet 
état, la niasse M est soumise aux forces supplémentaires : 

*/, = -JrXÜ^ (allongement supplémentaire X par rapport â la situation de 
référence]. 


■+ ' — ► 

w fi = -AtXhj, ( la force de frottement ne dépend que de la vitesse de la masse par rap- 
port au bâti). 

■+ 

* - -m{-yu x J ( force d’inertie d'entrainement résultant du nvouvement de trans- 

lation du bâti par rapport au référentiel plLiéen). 


D’où en appliquant, dans 31, la loi fondamentale de la dynamique. 
wiX s - frX - XX + my, soit encore : 

X 


X+ “X + ü^Xsy = 


X+— “X + cu‘X = > 


(«-=?} 


Pour on mouvement sinusoïdal du bâti y = cos oar h le mouvement relatif de la 
masse M est solution de l’équation : 


X + + cujx - -mJY^coswr (!) 
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Exercice sw •* 


“b 

.■\ti-delii d’une durée de quelques j où t ~ — [çf. Ex n* 503K la réponse du système en 

X{ 0 devient «miHifaltCk système atteint son régime permanent encore appelé régime 
forcé et oublie ses conditions initiales...). Les oscillations sont déphasées par rapport aux 
oscillations du hati {(f. termes de frottement). On a donc* dans ces conditions ; 

m ) « 

Passons en notation complexe ; X(f) - fteKX'.C *)«**'] = Re(xeM), 

Dès lors, il vient r - o 1 ) + jo-^J * ~i 


M 2 



Soit une amplitude X nt telle <|uc (avec n - — 

üùo 



et tan(p 


■d) 


avec sintp > 0» soit 


0 ^ <p ^ H, 


■ Traçons les courbes X\ -# = F(î|) et T| — * tp(q J, 

1 comportements asymptotiques : 

- En très haute fréquence, tes termes inertiels sont les plus importants de sorte que 
mX^-rttW^npCMOW, d’où X-Y n co&dM» soit î 

tü » Mu =* X m - Y ni et (p - 0. 

- En très basse fréquence, le terme élastique est prépondérant dans le membre de gau- 
che de l'équation { l). On a donc : 

$ _ £j)Z 

ui^X =-üj J Y ni costor dToè X# — jY m cosüir 
»ft tfl «§£ «b =s X^ * — =Y n et tp -> Jt, 

«G 

■ Pour H ■ 1, soit M - (Bip, i) vient <p = * (|tançf +» et ■ÿe (0, Jt) ) et 

“ = m - 
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Ht «U »pJS&X3 


2. On désire que 1’aniplLtude X m des oscillations de la masse M s’identifie -12% 
prés - à celle ¥ m des oscillations du bâti. On cherche donc à obtenir : 

( 1 - Q,@2)Y m Y m ( I h 02) sur une bande continue de fréquence aussi large que 

possible. 


Soit 

On obtiendra ce résultat en choisissant la 
valeur de Q supérieure <i — ' telle que le ffiaxi- 


soit juste égal à 1,02. ce que 


rx 

V +Q* 


montrent les courbes présentées ci- contre. 
On a donc : 




= î t m = 


2Q ; 

■MO 1 - 1 


O n a donc Icf. énoncé) : Q ■ 0,7S9. 


La plage de pulsations sur laquelle on pourra confondre X rt et (à 2 % prés) s étend 
théoriquement d une valeur minimale 00^ à Tint! ni, avec ftY, solution de; 



ce qui donne {cf. énoncé) : % = L44> soit; — 1,44^. 

Une Vitie ur supérieure de Q {tf, graphe précèdent avec Q ■= Q.B5 ) donnerait une plage 
en fréquence plus étroite et un phénomène de résonance pim aigu ce qui pourrait avoir 
pour effet h d’amplifier * des fréquences non désirées... 


Pendule « amorti » 


Un pendule simple (masse ponctuelle m au bout 
d'une tige sans masse de longueur /) peut tourner 
librement autour de l'axe horizontal O z. IL pré- 
sente un mouvement d'oscillations dans le plan 
vertical Oxy. 



2 
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1. Donner l'équation du mouvement en 0(t)* On posera at= J On se limite, par 

la suite, I l'étude des petits mouvements par rapport I la position d'équilibre 
stable é - o. 

Définir l'énergie mécanique E du système (on prendra E - 0 pour è = 0 et 0 = 0), 

2 * On désire tenir compte des phénomènes dissipatifs, À cet effet, on suppose que 
La masse m est soumise à une force de * frottement fluide * dort Le moment en 0 est 
donné par l'expression : 

rtJ(Û) = Yu tI avec T = (y constante fixée). 

a* Exprimer le taux de variation ^ de L'énergie mécanique E du système, 
b. Dans le cas des amortissements faibles, on pose en première approximation : 

0 ( 1 ) - W(0cO5(Wf + Vï 

où a( t) est une fonction très lentement variable à l'échelle de la « pseudo-période * 



On définit La # valeur moyenne » sur une durée T d'une fonction f(t) selon : 

" /(i)df, 

Donner La valeur moyenne - sur une pseudo- période T - de la relation établie au 2.a. 
En déduire qu'à L'approximation considérée, or a * «(f) # O 0 exp(-yt) 
on prendra 0(0} ■= Û a et Ô(Q) = O. 

Justifier Les approximations envisagées et donner l'expression de L'énergie mécanique 

Ht). 

t. On définit un espace de phases (0', 0'} en termes de variables réduites i 

r = w: e'(t') = (Ç) «t é'(t') = 

Représenter les différentes trajectoires possibles selon les valeurs du paramétre y 
tout en restant dans le cadre des petits mouvements, 

3. Four décrire un oscillateur entretenu, on modifie le modèle en supposant maintenant 
que le paramètre y est une fonction de 0. On écrira : 
r( 6 ) = r 0 [i-p*«*]. 

L'équation du mouvement devient : 

0 + y{0)0 + m ; O = Ûv 

On définit les variables réduites f = wf, y(t f ) = Oit). 

On pose e = — et 0, * ~> 

o> 1 P 

On appelle* énergie » la quantité V s J (y 2 +y a .) où y représente La dérivée 

2 Qt 
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Exercice soi * 


a. Exprimer la quantité jp en Fonction de «, p r y et y. Commenter le résultat 
obtenu pour e < O 1 , inégalité que Ton supposera vérifiée par la suit*. 

b, L'expérience montre que le système tend r dans l'espace des phases, vers urne tra- 
jectoire fermée appelée cycle limite. Commenter. 

On se place, pour cette question, dans le cas ou le paramètre |c| est suffisamment 
petit. Il est alors possible d'adopter pour le cycle la solution approchée 
y{f) - acos(t J + <p). 

En déduire, dans ces conditions, l'expression de et en fonction de Ü L , et dessiner 

l'allure des trajectoires de phase dans l'espace u(0 = 4^ avec 4^(0) = 0. 

iH L Cî Uf 

t. Que se passe-t-il pour je) ne vérifiant pas la condition du b, ? 


■ Solution 


L Appliquons le théorème du moment cinétique au point fixe O 
du référentiel galiléen d’étude, le mouvement de la masse m 
s’effectuant dans le plan vertical Oxy (sa trajectoire s'inscrit sur 
le cercle de centre O et de rayon î ). 

On a - OM a T + OM a mg = -mg fsin&ü* . 

Ür 0(0) - mréiA =s ml 1 ® » -mglsinD. 



Et 1 0 + a^sinfl = 0 1 (1) 

On a posé tù = pulsation propre de t’o sci lia teur. 

Dam fe cas de périls mouvements, on peut linéariser l'équation ( 1) en confondant 

lia 8 avec ft iMoiis obtenons : 

ë + m 2 8 = 0 (2) 


L'énergie mécanique du système se définit ki par la somme de l'énergie cinétique de 
la masse fpi E c = ^rnv- =± jrm! 2 é j et de son énergie potentielle de pesanteur ïy 


Or E p ™ - nagx + Lûnjdtanle - -m^leosfl + eonstanle. 

Soit avec E_(8 = €) = 0 (origine de l’énergie potentielle au point le plus bas delà tra- 
jtttohïde » particule) : 

E f - H|gl(ï “COS0Ï* 

D'où une énerjpe mécanique Ë w- - cosÔ). Lorsque 8 reste suffi- 

samment faible (petits monvemcnls), on peut substituer |o J à 1 - cos0 , «qui donne : 


imrV + mgi^ 




( 3 ) 
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Remarquons qu’en dérivant (3), nous obtenons l'équation (2). 


2. a, Appliquons ici le théorème de La puissance cinétique» l’énergie mécanique ayant 
été déKnie à b question précédente. Il vient : 


JE . 
dr 


t r = M f {0) èît, = ’mJ a yè î . 


On a donc : 


dr 


(41 


2» b» On suppose maintenant que l’évolution du système est» à chaque instant» liés 
proche du régime d'oscillations sinusoïdales de ['oscillateur non amorti. Cela implique 
bien évidemment que le coefficient y reste suffisamment faible. Dès lors, on envisage 
une solution approchée : 

6[f.) * fl(f)ajs(«t+(p) (signal quasi 'sinusoïdal), 

À cette approximation» Oû reste b pulsation de l’oscillateur non amorti et fl(f) doit 
varier avec une échelle de temps t très grande devant T ■ On considérera dp ne 
i^ue ot( r) est « constttnf » sur * une pseudo-période ». 

Intégrons alors l’équation (4) sur un intervalle de temps if * T : 



À l’échelle de T n les variations de 9( t) sont essentiellement imposées par le terme sinu- 
soïdal cos(ti>î + f) de telle sorte que : 

è(f> fl - cl { r)ossm(Éflr+f ) avec a{r)*este - a(f Q ) 

et é^/Jdf # ût I (f û iüJ I | J j L j 1 sin ï (cot+ f )dr J 


l’accolade correspond à la valeur moyenne de sin z (mt +■ f )> elle ne dépend pas de t Qh 
et elle vaut i. Onadonc: Ô 2 ff)dr ■ -|inJ 1 ya 2 (tb)tt 1 


quant à b première intégrale elle s’exprime sous b forme ; 

lfWdE^ E(V+T)~I<y 

tJ 4 T, d ' T 


Or E(f) = -ml (G 2 + et à 1s même approximation ; 

E(f) « + <p) + cï : ro ; co» : !fc;»+ ol] - . »:J j oc ; cd*. 


1 t‘‘* r dZ, t 


If 1 "* 

rJ 4 




| ,[‘ 0t J (^ ■»■ T) j 


La fonction r) variant très peu sur l'Intervalle Af = T on peut confondre la quan~ 
[lié entre crochets avec b dérivée par rapport au temps % de la grandeur a 2 {f a ) » dès 
lors (‘équation (5) devient t 


imfViÜSÜ . 
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Exercice sos » 


Soit après simplifications: ^ ^ - - -Ya 2 (f H ) =*■ “^7"^ = - Y^ f C’ 

Une simple intégration donne t o. 2 (f 0 ) = Ct 2 (0 ) estp[ - yt D ] „ 

Avec les conditions initiales 0(0) - 0 U et 0(0) - 0 nous avons : 

O£(0)co&^ - 0 C et a(ÛUù5Ïri<p = Û 
ee qui permet de prendre ip = 0 et û(Q) = 9 fl . 

Finalement ût^fg) = 00exp[-Yf<)| =* 

Soit 6(r) # 0 & e 2 cos tôt. 

Ainsi les approximations envisagées seront d'autant plus acceptables c|ue Ion a T » T, 
Y 

soit encore J-eKl, 

tü 

Enfin E(r) I j ml 1 ( 0* +■ c#® 2 } # |ml 2 a î { r) eu 2 - 

avec E(Û) = jjiti J HJ J 0fl r 


E(î) # lÇ0}rap(-7t) 


«Uaï* 


*"■(-») 


avec T — - 


2. c. D'après les résultats précédents, nous avons : 

E{r) = E(0)e => B 1 + ü) 1 » 3 = «*0 ^ -V (6) 
Considérons alors les variables réduites t\ 0' définies par : 


t' - Cûf, 0'(O = ^ et 0' = 


de; 

d#' - 


D'où 0 

L'équation (6) devient 

®Js» 2 (0' f + <Q 2 0^' 2 = £U 2 #Sc - 


M a = 0 p mê'. 

dt “df de 5 


o ' 3 + e 


■HA 


Dans l'espace des phases (en ternie de variables réduites )> 
Le point figuratif suit une trajectoire qui prend La forme : 



-d'un cercle (fig. I } lorsque y = 0 : OM - J&' 2 + 8' 2 s J 
-d’une spirale (fig, 2) aboutissant au point O pour 
7> 0 {cas de l'amortissement) ; OM = ck p[ - ^^* 

- d’une spirale (ftg. }) s’écartant du point 0 si l’on envisageait des valeurs de Y négati- 
ves (« amortissement * — * amplification du mouvement). 
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Remarques 

• Pour 7 > 0, toutes les trajectoires, dans l'espace de phase, finissent par aboutir au 
point (G, ü) qui constitue un atmcleur, 

* L'équation du mouvement s’écrit B + yG + 0^0 = 0 . On a donc 0 ( 0 *) = -(rH&fCT) 
pour 0 ( 0 *) ■ 0 , d‘oùÔ'( 0 + ) ■ -fl r ( 0 4 ). Il en résulte que 0 ’ devient négatif dans un 
voisinage de t m 0 + ... 


3. a. « L'énergie» est définie par l'expression E' = 


■4 


Sa dérivée devient : ^ 1"-^-^ + y], 

d f df lit ' 1 J 

Or d'après la définition des variables réduit», nous avons : 


dy _ d!9 df 
dt' ~ d t à t 1 


ide . A 
— — : de même 
(Odt 


l L'Z - 

d t'* ft^df J 


D'où 


3i: = ir.ri£? + el 

d/' di Lm'de J 


Soit avec l'équation du mouvement 0 + üi 2 0 = -7(0)0 


d E' 
df' 


■mdy 
M J df' 







m 


Commentaires 

j Cettf équation peut sç récrire smii U forme ; 

dE' ; 

dt" 


z*r M 

m 


éPW 
' (îîï 


- Ë£ü2- 

df' 


3 
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Pour iiîi coefficient e < % ]ç second tenue correspond 4 une dissipation d'énergie alors 
qur le premier çsl associé à un apport continuel d'énergie permettant d’assurer l'entretien 
de i’nMÎIlateu r. 

De plus* Le rapport !i!| = déjiersti de « l'amplitude * yi? ) ;. ainsi., les moLivememsde 
la ihle amplitude seront a naérisé» pat des oscillations croissantes alors que ceux de grande 
amplitude verront Leurs oscillations décroître. J 

S, b. L'existence d'un cycle limite s'interprète en considérant que In teimn (1} et (D}> 
d'apport et dt dissipation d'énergie f e < 0), doivent se compenser en moyeimer Ce qui 
se traduit en désignant par le symbole < > les valeurs moyennes calculées sur le cydc 
au moteur - 

< > = - g|< ÿ 3 > - < ft 3 j^ 3 ÿ 3 >] + 

d t* 

Or sur un cycle, le premier terme est nul puisque : 
r rAp* 

I ’T- 7 df = &{%}- E'(û) = 0 {après un cycle, le système repasse par le même état 
Jo df 

et possède donc k même énergie ) . 

Des Ion, le bilan d'énergie implique l'égalité : 

<jk 2 > « <p J y ï y ,2 > (8) 

Pour |e| = LL' suffisamment petit, on pose y(r ) # ft«js(r' + tp). Reportons cette 

M 

expression dans (B) : 

< y J > = u 3 iin 3 (t > 

Soit <jr> - ot î < siti ï (^ + q>) > l qMli - ^a 2 , 

De meme <fPy*ÿ 2 > = fPa*<co&{f + tp)sin 2 {f' + f } > 

- Ip i t* i, <sift 3 (2l* + tp)> - 
L'équation énergétique {IJ Se traduit alors par : 

|ct 2 = ss a 2 g ^ et oc-20,. 

Soit I J 'approxi mai ion considérée ; 

/(O ■ 2Ô,cos(t # +<g) et 6(0 # 2e,coi(tot + tp) a 
La trajectoire Limite, dans l'espace des phases associé aux variables réduites y(t f ) et 
î j )> est donc un cercle de rayon 20, . Le système présente dans ce cas un attrac- 
leur cyclique. 

On a tracé ci -dessous différentes trajectoires respectant le* hypothèses retenues dans 
cet exercice (notamment | é f suffisamment petit) avec 0(0) =■ B 0 et 0(0) - 0, 

Oji a porté sur tes. axes les variables u a et — = r4- t 4 » k cercle limite ayant 
^ 2f i df 26 (di 1 

alors un rayon unité. 
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ë = -0.05 u(0) s 2 u(0) = 0 e ■ -Q.Û5 u{0> = 0j6 ù(0)s0 


3 , c, La trajectoire «lu système, dam l'espace des phases, va toujours tendre vers un 
cycle limite indépendant dus conditions initiales. Mais ce cycle ne sera plus circulaire 
dans l'espace (ri, u ), 



e — — i u(o> = o.i « = - as u(o> = 0,9 

ti(0) = 0,1 ü(0) = 1,2 

On donne également les courbes correspondantes de KO montrant clairement 
l'influence des termes non linéaires dans l'équation de mouvement (KO n'est pas 
sinusoïdal). 
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B. Forces centrales et systèmes 
de deux points matériels 


Demi-ellipse dite de transfert 

Un satellite de masse m tourne autour de la Terre sur une orbite circulaire (orbite 
« basse », rayon r v vitesse du satellite V 1 ) J on veut le transférer sur une autre orbite 
circulaire (orbite a haute i», rayon t lt vitesse V ? ), Pour cela, on lui fiait décrire une 
demi-ellipse (dite « orbite de transfert ») dont un des foyers est le centre de ta Terra, 
et qui se raccorde tangentiellement aux deux orbites circulai ras précédentes. On 
allume donc Les propulseurs du satellite pendant une durée brève au début et â La fin 
de cette demi-ellipse, ce qui correspond à communiquer à chaque fais au satellite un 
supplément de vitesse (sans changement de sa direction) de façon quasi -instantanée. 
Calculer Ces suppléments de vitesse. 

Ou donne : f t - 6,70 10 J km ; f t - 4? P ü ■ 1Q 3 km; 
rayon terrestre R - MO ■ 10 3 km ; 
pesanteur au niveau du sol : g = 9,8 ri • s -î . 

il. ffrut savoir 

* Fonces ttnlrdcs- 
» Gravitation. 

?I2. de faut daMprgftdre 

Le calcul des vitesses V, el V 2 ne présente pas de difficultés, le produit c iM de la force 

-aj ■# 

de gravitation / G - - — ^ u étant déterminé à partir du poids d'un corps au voiji- 

r* 

nage du sol (en négligent l'effet de la rotation de la Terra sur la valeur degL 
On utilisera les lois de conservation de L'énerve et du moment cinétique pouf calculer 
les vitesses nécessaires au début el Ma fin de l'orbite de transfert, 

I3. SoluÜoîl 

Appliquons au satellite en orbite circulaire le théorème du centre d'inertie : 

-t -* 

mi A - f Q , 

jtiVi 1 -#1 

L 1 accélération est purement normale soit : — — = | / c | m • ^ — 
y , = «M 
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Détenu Suons le produit en écrivant que le poids d ' un corps - au voisinage du 
sol - est essentiellement dû à la Force de gravitation ; 

VïM m 
mg#^- 

d'où 'êM = g Ry. 


B en reportant V, - R t J^ Vj = ft T J£ 

d’où numériquement : 

V, = 7,74 km s“‘ V 3 = 3jt»km s 1 . 
Moteurs éteints, l'ellipse de transfert est décrite bous le 
seul effet die [a force de gravitation terrestre, 

La vitesse au départ de la demi-eLLipse (au périgée) vaut u { 

(> L > V ,), et elle vaut (u 2 < V 3 ) à l'autre extrémité / 
de l'orbite de transfert qui correspond à l'apogée : en effet / 
le périgée et l'apogée sont les seuls points d'une trajectoire | 
elliptique où la vitesse est orthogonale au rayon vecteur, \ 

L'énergie mécanique se conserve sur cette trajectoire : \ 



Soit en remplaçant L f>M par |R T 


j W _ 1 w m 

Il - — — U j - — ^ — - ( I j 


La conservation du moment cinétique donne : 

C = r,u, = r 3 K| (2) 

De (1) et (2) on dm: uf^L - (^)j = 


(r^ + r^ - 2^R4 


Soit u, = R t 


et symétriquement Hj s k T ^ — 

Numériquement ù, p- 10,16 km u 3 * 1,62 km s' 1 . 
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On en déduit les suppléments de vitesse cherchées : 

AV, = u,- V, = 2,42 km r l 
AV j - V;- uy - i A7 km ■ . 


Commentaire 

| Les deux mis» en marche des propulseurs correspondent effectivement à des augmenta- 
tions de vitesse ( u , > V , et V a > mj ). 

C'étaii prévisible, car l'ellipse de transfert est extérieurt A la première orbite circulaire - ce 
qui wrrTsptmd A nw énerve miesnique plus élevée - alors que c’est la situation inverse 
pour la deuxieme orbite circulaire. 


^ Écart à La satellisation sur orbite circulaire 

1* Un satellite décrit une orbite circulaire de rayon r 0 autour du centre 0 de la Terre. 
Celle-ci a une masse M* et La constante de gravitation est notée 
Calculer la vitesse V 5 du satellite ainsi que son énergie mécanique, 

2, On suppose maintenant qu'un satellite a été lancé en un point = r 0 ) avec 

■# • T _|i w 

urw vitesse ¥ de module ¥ 0 [calculé au 1*) et telle que (0Mg r V) « - -«* 

Déterminer Les caractéristiques de lorbite décrite par ce satellite. 

On rappelle que pour une trajectoire elliptique d'équation en coordonnées polaires 

,» £ : 

1 + ecos[0 -Ô 0 ) 

rt -* 

* le paramètre p est défini selon p = — [C = — , {j fl « moment cinétique en 0), 

* p t l'excentricité e f et le demi-grand axe a sont liés par la relation a = — 

1-r 

.-11, Ce fa-ut j&vuir 

T Forces centrales. 

* Gravitation. 


lit* Ce ^v } ij fa,ut doftipreh^re 

î. Si le mouvement est circulaire, il est uniforme. L'accélération est normale. 
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2. À l’instant t - ü, le satellite est lancé à la même distance que précédemment et le 
module de sa vitesse est le même, donc l'énergie mécanique garde la même valeur : elle 
est négative, et la trajectoire est elliptique dans le plan défini par OM fl et V a . Le 
moment cinétique «t modifié, ce qui donne La nouvelle valeur du paramétre p. 

1> Solution 

D'après le théorème du centre d'inertie du satellite de masse m 

* h ~ ; ï~ u 

or À = -—h 

« * Vj «Mm JÎÜr-^u 

a ou -tt r — - . 


« k*./— (•) 


L'énergie mécanique s'écrit F- ( „ = - — — — + - 
T a Z 

« . T - l'SMm I c 

Son encore = - = - -m V,j = -L c . 

2 r , , 2 


dn trouve bien évidemment une énergie négative caractéristique d’un état lié (le satellite est 
sur orbite, il ne peut partir àfiflfcKi), J 

Z* Le saftUite a toujours la même énergie mécanique (mêmes valeurs de r a et V 0 )» 
Cette énergie est négative. On a donc toujours un étal lié- Mais V 0 nesl plus perpen- 
diculaire à OMp, la trajectoire est donc une eilipsc- 

La fonce de gravitation est une force centrale. Il y a conservation du moment cinétique 

_> da 0 -* + 

G,, d’après le théorème du moment cinétique : — jy ™ “ 0 , 

a* 

C - — est une constante dite constante des aires, 

m 

Ici <T ( = m%V ü cosfti ; ^ 

C « r 0 V fl c«a, Q ^ \a I * 

C 7 „ , rfvjco^a r*Vjeos 7 a Xf 

Orp-^doüp^ — - —-p- P u _^Al 0 
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* Déterminons maintenant le demi ■ grand axe a de Tel] ipse. y-i 

Four un satellite décrivant une orbite elliptique, E,,, = — — 

En identifiant avec r expression de l’énergie mécanique obtenue au l>et toujours valable : 
l ^Mm ^ «B Mm ^ i i 
2 r 0 2a \ a Fq I 

Et en reprenant l'équation de l'ellipse, or obtient : 

pour k périgée r p s ■ pour l'apogée r A - p?— 

soit fp+r A “ 2a = y™ + ^ ~ — * ■ (expression fournie par Ténoncé), 

Soit 1-é* s ^ ^ co^a, 

et 

L’excentricLlé étant positive, € * | d n a| - 
Commentaire 


Ou retrouve bien dans k cas du cercle* ■ 0 pour a = 0 
l\njr situer les axes de 3’ellipse par rapport ü la 
direction QM B du point de lancement, on peut 
remarquer que les seuls points de rHlip#t a la dis- 
tancer d’un loyer sont Les extrémités du petit axe ; 

il qu'en «s points. Es tangente à l'ellipse est paral- 
lèle au grand axe : la direction du grand axe est 
— i 

donc la parallèle en O b V 0I ce qui permet de cons- 
truire les axes de l'ellipse cherchée 1 partir de 

ÔmJ« V 


OKf/% 
MjHIOX 
HP n HA = r 5 
Pïpérfcée 

A ; Apugé? 
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^ Comète quasi-parabolique de 1843 

La Terre décrit autour du Soleil - de centre S - une orbite pratiquement circulaire de 
rayon c 0 = 1,5 ■ 10* km, à la vitesse V T = 30 km - 5 -1 „ 

En 1843, une comète est passée extrêmement près du Soleil : distance au péri- 
hélie SP * d = 6,1 10~ 3 fV 

1, En considérant que l'orbite de Çf) est parabolique, calculer la vitesse maximale 
V M!( de la comète. 

2. Des. mesures précises ont montré que forfaits de f4) était en fait une ellipse 
d'excentricité e = 1 -x, avec x = 5,4 - lû _î (on considérera dont que x « 1 ). 
a. Jusqu à quelle distance D La comète va-t-elle s'éloigner du Soleil 7 Evaluer sa 
vitesse à cette distance, 

b* En quelle année reviendra-t-elle ? 

Rappel : pour une trajectoire elliptique, on a a = — j (p » paramètre de follipse) 
e = excentricité ; a = demi -grand axe). 

c Estimer L'incertitude relative commise sur la valeur de V^, en adoptant l'hypo- 
thèse du 1, Conclure, 

111. de f aul Savoir 

♦ Mouvement circulaire, 

- Énergie mécanique et force centrale newtonienne, 

* Troisième loi de Kepler 

Bl, Ce fau^ coï^pVeh dVt 

1. La constante K intervenant dans l'expression de l'énergie potentielle de gravitation 

Ë [t = sera calculée à partir des données concernant l'orbite terrestre, 

2. La connaissance de l'excentricité e et de La distance au périhélie d = -p^— permet 

de calculer le paramétre p de l'ellipse» puis la distance à l'aphélie D : les caractéristiques 
de l'ellipse $ont alors complètement cornues.** La date de son retour pourra se 
déduire simplement de la 3 e loi de Kepler, en comparant la période T de la comète à b 
période T (> de La Terne... 

«}. Solution 

3. La comète est essentiellement soumise à la force attractive due à son interaction gra- 
vitationnelle avec le Soleil : 

F = (r= 5M,etlC=mig), 
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La trajectoire Étant parabolique l'Énergie mécanique 
die la comète est nulle, soit : 

E m = 0 - £, + £^=^¥2-2^ 

On a donc ; V J » — ■ 
r 

El lâviicsseest maximale pour r mi ni mal, c'est -à -dire 
lorsque la comète passe au point ? de sa trajectoire 
(r= SP = if}. 

Finalement on a r V n]M = (I) 

Pour calculer le coefficient K» il suffit d'exprimer que b Terre de masse M T décrit» 
autour du Soleil» une orbite pratiquement circulaire de rayon à la vitesse V T (mou- 
vement circulaire uniforme}. On a donc : 

w 7* ïy K-t| 

M t A t ■ F ■ 

fip 

T+ ,.J K 

or A t s u => Y T ^ _ (2} 

«o °Q 

Reportant ( 2 ) dans ( I ), il vient ; 


et V miX = 543 km s 1 . 


2. a. L'équation de la trajectoire dans son plan 
est donnée» en coordonnées polaires, par r 

- = 1 + eeo&G. 
r 

La distance au périhélie (point FJ s'en déduit : 
r r = — (faire G = 0) 
celle à l'aphélie (point A : 0 = S) ; r Â = y-£— 

La, distance L> cherchée correspond donc au point A : D ~ 
Le paramètre p se déduit de SP = d = 

On a donc : D - 

1 -€ 


or e - 1 — jc. avec x « I =& 


AppUcatÏQn numérique r 

D = 130dg => D # 19.5 !0* km. 
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f 


2. bv Pour calculer la vitesse de la comète à cette distance, remarquons que périhélie et 
aphélie sont les deux points de La trajectoire où la vitesse est orthogonale au rayon vec- 
Ic4f. La conservation du moment cinétique donne, en «primant en ces deux points b 
constante C de la loi des aires : 


C s V p d s V*D 


d'où la vitesse cherchée : 




La trajectoire elliptique ayant une excentricité proche de 1,0 est possible de substituer 
à la vraie valeur de V celle calculée au 1. dans le cas de la trajectoire paraboliquc. 

Avec celte approximation,, on obtient ; 


,v£S 

'DaI d 


v ‘ #Vt W 


Application numérique : V A *= 25,5 m - s’ 3 . 


Point cours 

La période T se déduit de la troisième loi de Kepler, Pour dcS * satellites * kde masse m) 
du Soleil {de masse M$), on b (pour des états liés : orbites prcwbie® OU dupliques) : 

V 4* 1 


( #{M S + a) 


{a : demi -grand axe ; ïi : constante de gravitation). 


fl 4 rfy 2 

El dans le cas où m M t =ï — =»■ r*- — 
5 ^Mr 


4ir 3 

K 


Appliquons ccl te dernière relation à la comète [sur sa trajectoire elliptique) et à la Terre 
(sur sa trajectoire quasi circulaire) : 

T 2 - îj lit 1 

K ‘ 


m -* 


D > où T = 

or D+iis ■ 



2a s D +■ d 


I + e î - e l 


wlis « i* 

! -e 2 I - e 


là 




Application numérique : T * 52JT ( = 523 ans. 
Son retour aura donc lieu, en principe, en 2366 ! 
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(^Trajectoires de météorites 

Un point matériel P de masse m est soumis I 
l'interaction d'une boule de centre F et de 
rayon R. Cette interaction est caractérisée 
par une énergie potentielle : 

E, = -jp (K>«. r = FP). 

On suppose que la boule reste tixe dans un référentiel ià galiléen de centre F r réfé- 
rentiel dans lequel s'effectuera {'étude qui suit, 

À l i notant initial U particule est à l'infini, elle est animée d'une vitesse V, et pré* 
sente un * paramètre d'impact * b (</. figure ci-dessus)* 
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Exercice S14 


1. Donner la condition pour que Le point matériel P évite la boule. Commenter. 

2. Déterminer L'équation de La trajectoire de P, et retrouver le résultat précédent. 

K 

Dans toute cette étude, or pourra poser j\ * ■ ■ 

rnV„ÉF 

RoppeU : la trajectoire de la conique peut s'écrire ^ = 1 +ecos(9 où 

L* -4 

p = (L 0 moment cinétique en F). Son énergie mécanique ^ est reliée à l'excen- 

tricité e par l'expression : 




2tî 


H 1. Ce ■ faut savoir 

Points de cours 

* Forces centrales. 

* Formules de Binet. 

* Lois de conservation - constante du mouvement. 

Outil mathématique 

* Hyperbole (paramètre, foyer, excentricité...), 

Wl* Ce eftt’il iWi tfQftij?re l l4re 

1* L'interaction masse fn -boule est attractive* et la trajectoire hyperbolique (potentiel 

K 

du type newtonien en — j entoure le centre attracteur F. Pour que P évite la houle, il 
est donc nécessaire (mais évidemment pas suffisant) que le paramétre d'impact b soir 
supérieur à R, rayon de la boule. 

D'autre part, pour b fixé (supérieur à R), si tend vers « l'infini * h Ea trajectoire est 
« rectiligne a et r min - b, et si Vp est nulle la trajectoire devient une droite * passant » 
par F et r mim - 0 : ainsi pour Q < V & < «, on a 0 < r m < b ; il existe donc Urte valeur 
limite V ai (à b fixé > R ] telle que pour v 0 > V 0 ,(fe) h la particule ne rencontre pas la 
boule. 

2» Il faut déterminer les valeurs de p et e (paramétre et excentricité de Thyperbole) 
ainsi que la valeur fl, de 6 définissant la position dé Taxe de l'hyperbole. p et 4 s'expri- 
ment à l'aide de formules du cours faisant Intervenir les grandeurs Lq ( moment ciné- 
tique) et E, 0, sera défini à partir de la position initiale de la particule. 

■> Solution 

i. 

* Point méthode 

Il ne s'agit pas ici de déterminer l’équation de la trajectoire (objet de La question 2,) 
mais plutôt de déduire la condition cherchée des lois de conservation. 
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Il faudra donc traduire ; 

1 K 

- la loi de conservation de l’énergie mécanique E m = -mV 4 — ; 

2 T 

- et celle du moment cinétique en F noté L r 

Si l’on désigne par P, le point de la trajet- -* 

toïre le plus proche de F (et r m m FP ( ) w il Pu , d 

suffit d'écrire que r m > K pour que le point 
matériel ne rencontre pas la boule. 

* 

Or en P, la vitesse est nécessairement 
perpendiculaire à FF, puisque r(P s ) * 0 

{P, point le plus proche). / 

Z « 

Calculons donc r m ï P V 

* On a L(P,) = L<, avec 

L ^ FP a «rV = TnFp|vjsinait. / 

Or FPsina = HP =* L = mHp||v|iî. 

Four La position initiale HP — b et 

|v| = V 0n d’où : L(P r ) = L n = mbV 6 k. k * 

De plus 

L(P t 3 * mr m V [ t =*rjï t ■ bV a ü) 

* La conservation de Féneïgje entre P ü et P, se traduit par |a relation : 
Reportons dans (2) la valeur de V, tirée de (I) r 

> M VÎ. 


Soit encore rj H + — — -r -b 1 = 0, 
mVl ' 

D'ou, en ne retenant que la solution physiquement acceptable (r ffl > 0) : 

<■* - -“ + if— J + P) 

La condition cherchée s'écrit alors r_. > R. soit : 


d’où fr 1 > R J +■ - 



+ 

V 

7 = 

h 

WiVi' 

' mW 


c'est-à-dire è > li = R II + - 
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m w SDpJôxj 


b\ 2K 

1 ■ LWpîessïuiï de - ne frit intervenir que- la grandeur q - — qui représente le rij>- 

* , K , mRV î 

port entre 1'inergLe pntenridle jjjljJ *= - k p° ur r “ R* du champ de force, et Téoergie 
cinétique initiale ( ' nr vf| ; 

Vï / VSU 


* Pour f| tt: 1 et à La limilc, fr, - ft : le particule n'ét&nt pratiquement pas déviée, an a en 
dfet, r m - b et f B >R implique bien J?| a R. J 

* En conclusion, la boule serti évitée (pour R imposé) : 

-1 V 0 fiité pour : fe> if, = R |l + ^ ; 

4 m%R 


a b lise pour ; V 0 > V 0 , = 


| 2KR 


1 faut évidemment que b > R, sinon il y aura collision, et ceci quelle que soir la valeur 
deV rj . 

£. La trajectoire est une hyperbole (branche infinie K 

La particule P est soumise à un champ de force attractif en - de centre F. 

] 2 

[ci, on a E ni « E 0 - -mV (l > 0 d'où une trajectoire hyperbolique contournant le 
foyer F (potentiel attractif). 

L’équation decette trajectoire est donnée par : y -> 

£ = l + rco*(9-0,) 

r * ,♦ p p i 

p : paramétre* t : cMcentricité (ici on a \ 

c > I : hyperbole). \û] j / r \ t 


Or E m » -pnVj d ;, où e 2 « I + 


2mVj^|wVj 


J?ï Jm T J. 1 


t 

e - I +| 

v K ) 

! 
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L'équatk» de la trajectoire s'écrit alors : 

- s ] + ecoâS.oo&fl + eiin&,iïii6. 


Pour 0 - Û, on doit avoifr infini, d'où : 1 +roos-0| : 
D autre part : esirift, = Jé* - e 2 cûs ï Û l = Je 1 - \ 


p mv n tr 

Dés lors ■■ = ( 1 ” cos-fl ) ^ sin6 


0 =t. ecos^ ■ -3. 


mVXl 


{sinG, > 0 ). 


- = (1- cos0)ri + «ji0 


avec Tl ■ ■ 


"'VJ 


■ Retrouvons le résultat de la question 1* A cet effet, nous devons calculer qui cor- 
respond i ; 

f »fr Jv c 

P K 


1 -fe 


lonV^î-,' 

■JC-TT -)* 1 


«ifcïvjr r~ 


I 

Soit encore f m = ■ — - — — 1 + J î + | 

K 

'J 

C4Ï 


1- 



Résultat Identique à (3) comme il se doit. 





* On peut tracer différentes trajectoires obtenues en fix am b et en. faisant varier : 


- = 13(1- co50) + sinO avec n - 




D’où les courbes tracées sur ordinateur ; 
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^ Étoile double 

Deux points matériels M ; et M* dt masses respectives m T et nt t sont en interaction 
gravitationnelle- Qn se placera dans le référentiel 3L id galiléen, du centre de masse 
G du système { H v Mj). 

j, .+ 

On notera r - et v = (vitesse calculée dans *}« 

1. Donner, en fonction de r (module de r r (nodule de v ), m v et £ (constante 

de gravitation) les expressions de L'énergie mécanique E m du système ainsi que de son 
moment cinétique a (G) au point G. Que peut-on dire de ces quantités ? Commenter. 

2. On suppose que les points Mj etM 2 décrivent des orbites circulaires de centre G et 
de rayons R 3 et R r , avec R 3 + R E * d. 

a. Déterminer la période orbitale Tg, de chaque particule en fonction de % d t m, et 
mj. Commenter. 

bu Donner également les expressions des grandeurs E m et o(G) en fonction de % m v 
et d . 

c Application numérique : 

Calculer T 0 pour ^ s 2,05 ■ 10 1û m, R t - 4,46 - 10 B m et m, - 1,00 ■ 10 31 kg. 
On prendra 1 s 0,67 10 _u m J - kg _t - s -2 . 

mi. Ce facdi savoir 

Forces centrales. 

* Loi de la gravitation de Newton. 


■1. t? g t^Vi] faut dojnpreh ^re 

1. Dans J- (référent Ici du centre de masse G), chaque particule soumise a l’adion de 
l’autre particule subit une force centrale (dont le support passe constamment par le 
point G), fl en résulte, dans le cas général, que te mouvement est plan et suit la loi des 
aines. Les forces étant d’origine newtonienne, les trajectoires peuvent être circulaires, 
elliptiques, paraboliques ou hyperboliques (scion les conditions initiales et plus pria- 
sèment selon la valeur de l'énergie mécanique Ep,)--- On remarquera que le système est 
Isolé (les forces sont intérieures). 

Les deux mouvements circulaires sont évidemment synchrones (G, M ( , Mj alignés) et 
s’effectuent donc avec La même période T 0 . Il suffira - par application de la loi fonda- 
mentale de la dynamique -de traduire que les masses m, et m 2 décrivent effectivement 
des trajectoires circulaires. 
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I3* $o]uUoii 

î» L'énergie mécanique - dans le référcnlicl du centre de masse '3t - du système des 
deux masses est la somme de leurs énergies cinétiques et de l'énergie potentielle d'inte- 
raction gravitationnelle. Soit : 

E a ■ + E p( avec : 

_ I -*i I -+2 
E t » -zm^t +^m 2 r 2 


(vj et vj calculées dansât) 

- Er *~~tz „ 

On a avec = GM, et rj = GM 2 r 



M, 




/ 

- GM^r 

/ G 

(G ; centre de masse } 

M, 


ffî| a -4 “WJ j -ï ... 

D'où r 2 - — — r et r, - - — ■ — r 0) 

Htj + Jft| W| + J#2 

Les irajectoi ces des particules M , et M 2 sont homothétiques dans 3L ^ 

Les vitesses et s'expriment alors simplement en fonction de v - ^ : 

m, 4 -> m 2 # 

v 3 = y et fi = v, 

rn.i + dtj fpij + jWj 

g / «J* *\ 2 i / -ffl 2 +\ J 

UoiI £ ‘ * r*l^7^ v J + r ! U77VJ 


i mniïin #2 L -il ... fflifflj 

E, = v = -pv ; résultat classique ou Li = — représente la masse 

2m, + m î 1 wi, + Wj 

réduite. Finalement r 

E„ * ; 1 * 2) 

2wi t + jrij r 

Cette énergie mécanique se conserve au cours du mouvement,. Le système étant isolé 
dans le référentiel 3i galiléen. 

é Point cours 

En appliquant dans 3L le théorème de la puissance cinétique au système des deux 
masses, on a s 

dE t ™ _ 

-J7 - 3* + »«• 

Id 9*^, » 0 (système globalement isolé) 

et s == (Ef, défini plus haut} 

d'où E m = E c + Ep = rte {Ep : énergie potentielle inrérieitrej. 
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Exercice au « 


« Le moment cinétique en G, calculé dans St est défini selon ; 

O(G) - GM| Aüf |^ + m a v, + ljr 2 a 

Soit avec ui,f^ + ntji^ ■ 0 ; |(G) = a ( ï£ - î^) 

i ■ "S H 

B 4 d -* K dr 4 

et en tenant compte de ( I ) et de ce que r 4 -r t * — (r 3 ~r|j = -jjj = v 


C (G) s |tr aï constitue une constante du mouvement dans M (système isolé). 
In effet le théorème du moment cinétique en G, point tiw de 'St» décrit : 


Soit en faisant la somme de ces deux équations : 


*/i + r z A/ a - (r a - r,) a f t = r a / j 


(r et/, étant colinéaires). 

On a bien ^ = 0 et donc CT (G) = este. 
□ r 


* Le* relations (2) « (3) nous munirent que l'nn peut réduire l'étude du mouvement à celui 
d'une particule M <le masse \i = — ! — — (masse réduite) distante vectoriellernenr de ? du 

Jîl, + BE| 

point fis G. On peut aluns considérer qu'elle est soumise à une fonce centrale {de centre G) 
associée à l'énergie ptiltnlidlc E^, telle que : 

Ep, ■ ~~ OÙ K - 

O que l'on peut confirmer en remarquant que l'on, a également : 

|i^-^ ■ [cf. relation ( L) entre iq et fj )l | 


■ Le mouvement est plan (plan par G et perpendiculaire à ti(G) ou encore plan 

défini par r (0) et * (Dl ), dans le caj général. 

■ Ia cours août apprend que l'on * un état lié [orbites elliptiques, voire circulaires) lorsque 
L'énergie mécanique est négative,,. 
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2, a, Les points M,,G et Mj restent alignés à tout in$lant d 
M | ce M 2 décrivant des orbites circulaires de centre G et de 
rayons respectifs Rj et R 2 . On a alors pour M, : 


J» ■“ ^ ' R, U ' 



m i a t ~ /|* ^ «Vl = 

.. vf 'Sm.rn, 

dot, 

No son. 5 ro h vitesse angulaire de rotation de M { (et donc également de Mj), Ü vient 

V| — luRg ( respectivement v i * çoR-, ), d'où : 

. ^l«i , * ‘Sm, 

ti^R, = ; de même (Irlî., = — — ’ 

d 1 d 2 

Soit en faisant la somme des relations précédentes (avec R, + Rj = d ) 
ojM = ^ =* M = + F "i) (<> 

La période (commune) T 0 du mouvement de chaque particule est alors donnée par : 
_ 2% 


, d’où 


2n d^ 




Commentaires 

| La période des mouYemems circulai ces de M, ei M 3 est donnée par l’expression : 
_ 2ttd? n 


Cd * K, + R* et K* 


Supposons maimenani «)ue m, >> »i 2 , dès lors R ; » I, et d- R 2 , de sorte que Texpics* 

loi 

J 


sion de T 0 seréduit iTj. J 2 kR] ’-=^= (indépendant de jm», ^unt que m i 

JSm. 

de Kepler.,, 

2. b» ' L'énergie mécanique du système vaut alors : 

E*. 


I ,1 , r 6eFI.Wl 7 

-m,((iïRi) î + -m i (roR z ) î -— -j — 


E m = fh,R^ 4 rtijRj)- ^ ^ fj 
or Ffl|R| = (G centre de musse), ei J - R t + Rj, d’où ; 

L „ , 'Srtî.m, 

E, = -«wrr.R.d 

E rt ., - V 1 * d 1 j-t R, = — d 

* 2 + d K rt, itt 2 J 

soir E m s i — J_ï, 
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Exercice m « 


Ce résultat est conforme à celui du 1« puisque | v j = Cû«f. D'autre part, en utilisant k 
valeur de ü) ( relation (4)5* il vient : 

E " “ ~ 3 T~ 

On a ici (mouvement circula ire) : 




2 d 


(E m < 0 : état 


-E,, et donc E*. = 


De mirtie pour Le moment cinétique, en notant f le 
vecteb r u nitairc perpend kulairc au pïa n des orbites : 

S(G) « uPHîll 

or ||r | = d et |r| - œd* d’ou : 



tî (G) = : 


a (G) - m 


.-J33 

j^m p + nij 


2. C. Application numérique : 

R, ow 2W s 


On a t 


« T fl 


m % 


4 S 69 jours. 


m. 


4,46 

j 

(24,96 10^ 


4Æ0 10 11 kg. 


-""(■* S))’ 


■ 4,06 ■ 10 5 i 


<§j| Conditions de satellisation 

Un satellite de masse m est lancl d'un point M ( à la distance r c du centre 0 de La 
Terre, avec une vitesse V, On note V 0 la vitesse de satellisation en orbite circulaire de 
rayon 

1* La vitesse V est orthogonale au rayûn vecteur OH 0 , Qétemtiner les caractéristiques 
de L'orbite décrite dans L'hypothèse où il y a effectivement satellisation. Oins quel 

V ... f fl 

domaine faut-il choisir le rapport p ■ r— pour qu'il en soit ainsi ? On posera p = — 
v o r t 

où R t est Le rayon de la Terre. 

Or rappelle que pour une trajectoire elliptique de paramétre p, de demi-grand axe o, 
d'excentricité e et d'énergie mécanique E rtJ on a (T désignant la constante des aiies) : 
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(M b masse de la Terre} 


P = a-d -*)i E„ = -“ 

2* La vitesse V est peu différente de : V - V 0 * ( 1 + e) avec e « 1, et fait un 

petit angle a avec la direction perpendiculaire à 0W a (dans Le pLan de La trajectoire). 
Déterminer L'expression approchée de ['excentricité e de L'orbite en fonction de a et e. 

sll. de fWt savoir 

* Champ de force cenrde eewionien - Trajectoires circulaires et elliptiques. 

mt. de fwl compreh^re 


î. Il faut traduire que la trajectoire est elliptique (état lie), et qu'elle ne rencontre pas 
la Terre. 


2* tour £ l la trajectoire est elliptique. 

|y Solution 


1* D'après le théorème du centre d'inertie appliqué au satellite de niasse m pour une 
trajectoire circulaire de rayon r fl : 


«[Am = m — » 


(M \ masse de La Terre). 


Soit r„vj = m <1) 

La vitesse initiale étant perpendiculaire au rayon vecteur, Ja constante des aires vaut 
ET* C 1 

C = — = r e V et le paramétre de la conique trajectoire : p = 


Et en posant |l = — : p ■ r„]J 1 

” fi | 

_ _ I ^Mwi 

L’énergie mécanique du satellite a pour valeur : E M - - ffi V 2 - — — » 

2 fç 

Pour une trajectoire elliptique de demi-grand axe ci, on ai £„, = - " — 


Or d'après (l) - r 0 V^ et : 
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Exercice s« » 


doü ï’ 2 -( 0 - 2 -^ « 
or p m ft(I - fi) 

d'où c 2 = I - £ * ] - r e |i* x lzi*_ 
a , 

C 2 = I .-vHl-p 1 ) = Cl -M 2 ) 2 

et e S |l -H*|- 

La trajectoire est une ellipse si E [n < 0 soit alors : 
V 2 < 2 Vj 

p 2 <1 

H < Jl ce qu i correspond bien ie< L 


Commentaire 

f 1.-4 valeur limite |i ■ Jï correspond à la vtbn^e de tihér rrinn pour k distance r f) . 

V 3 = c'est la viles se minimale permettant d'échapper à l’attraction de la Terre, 

c'est-à-dire corapontUnt à l’éjiergje E m = 0 » 

Écrirais maintenant que cette ellipse ne rencontre pu la Terre ; il faut qu'au périgée : 


_£_ 


> R t <e>D) 


I + *5 < ~ - P J * 

r &r 

En posant p = “ et avec e - |l-|i^| h il vient 1 1 - Ji 2 | < pp J - I 




i < PU 1 - 


ce qui est toujours réalisé puisque p - jp > L 
"T 

* 2* cas : 

V 


jp< 1 = 


^p*< pp 2 - 


soit p* > 


Fflufanent, i faut donc que s ■ < \x < 4l 


p + î 


pour que le satellite ait une trajectoire elliptique extérieure à la Terre, de grand axe 
OM^ de paramètre p r et d'excentricité e calculés précédemment. 

2. Avec les conditions données, la trajectoire est toujours elliptique : 

ji = = L + e < Jï. 


L'expression C2) nous donne donc : — = 2— |Jl a = 2 - ( J + f.) 2 . 

Comme V fait un angle 0 1 avec la direction perpendiculaire à OM flf on a maintenant : 
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C s= 2° s r a - V ’ cosa 
m a 

C s r 0 V 0 (l + E)co5ù! 

C 2 

F 23 7X77 - foU + e) 2 1 co5 2 a en utilisant {!}* 

SM 

On obtient alors : 

^ - 3 - - - L - ( J + e ) 2 - cos 2 a[2 - (1 + e)*| 

d 

e J = l - co^a (l + e) J (i -îe-e 1 ) 

= 1 -eos 2 a- [1 -{Zé + é 1 ) 2 )* 

Si a «I tris petit : cûè 2 cl = 1 - sin-a- l-a 2 

et avec C « 1 , e* # L- ( 1 - 0t 2 )(l - 4€ 2 ) 

et en supposant que £ et a sont des infiniment petits du même ordre ; 

d 3 # a 2 + 4é 2 
g# Ja 1 + 4ï 2 . 

Pour £ = 0 on aurait : 

f 1 s I - co s 2 Ct s sift*a 
e - |sina|. 


^ Autre présentation du mouvement newtonien 

On considère un point P de masse m en mouvement dam un champ de force centrale. 
L'étude se fera dans un référentiel gaiiLéeo d'origine 0, centre de force. On notera : 

4 ^4 + 4 

r = OP. v vitesse de P, L moment cinétique au point 0. E p {r) énergie potentielle 
de La particule et f son énergie mécanique. 

4 . 

1 . a. Que peut-on dire de E et L 1 En déduire que Le mouvement est plan, 
b. On repère la position de P, dans ce plan, par ses coordonnées polaires r et 0. 

4 

Donner l'expression de L (module de L } en fonction notamment des variables r et 0 
ou de Leurs dérivées. 

Exprimer l'énergie cinétique de P en fonction de L, met des variables w = * et ^ 7 - 
2* Le point P subit le champ gravitationnel d'une masse M fixée en 0. 
a* Montrer que la trajectoire de P vérifie une équation différentielle du type : 

{$+<-» - p't w 

où p et y sont des constantes du mouvement que l'on exprimera en fonction de m, L 
E et K - 'SfflM. 
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Exercice ni ■* 


b, Montrer que l'équation (1) est analogue à celle du mouvement d'un oscillateur harmo- 
nique non amorti, et que la trajectoire de P est une conique dont on calculera le paramè- 
tre 0 et L'excentricité e d'abord en fonction de (ï et y et ensuite en fonction de m, K, L et £. 

c. Quel est en fonction de p Le rayon r t d'une orbite circulaire ! 

Donner en fonction de K et r f L'énergie associée I une telle ü rbite. 

11. Ce 4u’i] faut savoir 


* Mouvements à force cenl raie, 

* Oscillateur harmonique libre non amorti. 

Ml. Ce ^n ] i3 fa^t gofaftrcn^rg 

1. llésultnts classiques du cours. 

1 . a. L'équation à établir doit traduire la conservation dt l'énergie. 


I^,. SalulioJi 


I. a. L'énergie mécanique est la somme de l'énergie cinétique et de l'énergie 
potentielle : S = E p (r). La particule P est uniquement soumise à une fonce 

centrale associée à l'énergie potentielle E p ( r). Le théorème de la puissance cinétique 
l'écrit alors : 

dE L # ^ dE*, 

t 'j* - j v = - (par définition de E p L 

D'oîi EL + Ep - constante et £ ■ E,} = constante - j mv^ + E p (r B }. 

* Le théorème du niomçnl cinétique appliqué en O dorme : 

-+ 

Jf — > 1 * 4 

~ = AtiO} = OM a/ = Q (la force est centrale), 

■4 “4 -4 > _j. 4 I 

D'où L = L^ (avec L ü - OP 0 a iwv p non nul tant que et GP 0 ne sont pas coli- 
ncaires). Dans le cas général, la particule se déplace donc dam un plan ït passant par O 
*-4 e — y 

et perpendiculaire à L D (OP^ JL L a ). Deux intégrales premières du mouvement sont 

■ï 4 

fournies par les équations E * Ej et L s L a . 


1. h. Ou a L =OM; 


avec OM n ru, et v = rir, + 


“4 ^ -4 -4 - 4 

d'otl L = ru r a m{ru r ■+ du^l ^ L - 
+ + 

( fc . vecteur directeur de L , est perpendiculaire au plan ît). 
Nous avons I È *= ^wiv 2 s= |iH(r 2 + jr^Ô 1 ), 
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dr df n de J_ àw _ (LA _ L dw 

d t d S \ wj d / w 2 d0 l, ,'j i J f H d0 

et ré = H-wA = -w, 
h^V pt » ) m 


Soit 




Z. a. L'énergie potentielle prend U forme E p (r) ■ 

de rénergif mécanique se traduit par l'équation : 


%ïiM 


-Kw'. Lü conservation 


u_- 

2m. 




.. . {dwV , IffiK 2mE 

{dw\ 2 r inKV 2 m£ nt*K J fniKW, ZEL 11 ! 

sou encore — + w - — — * — =- -+ — — = — r I + — — , 

^ { L 1 J L- L 4 II* H rtiK 2 J 


il vient 


■s - 


et (^)' + (w-p)< = pty. <i) 


2 . b» Si l'on considère un oscillateur harmonique constitué par une masse m et un ressort 
de longueur à vide 1 0 , de raideur k et de longueur x. la conservation de l'énergie donne : 

ifflÆ 2 + lit* - y* = e =>ir 2 + ttjcje- y* “ ^ m 

L’équation différentielle en 8) établie au 2. a. s'identifie & (2) à condition d'y faire = I _ 

On a donc tv-p - Àcos0 + Esin0 

ou tv = p(I +■ ecos(0 - 0 t )) - -( 1 + ecos(0- B, >) (3) 

Commentaire 


| l'on avHil dérivé{ I) par rapport à 0 on aurait obtenu ; 

W 1 ■" -t ^ dont la snlulinn générale est bien donnée par l'expression (3),.. 


dfl- 


Rf portons l'expression (3) dans ( I J en remarquant que ^ ; 


-[îesinfâ-fl,): 
p î e ï (iiîr 1 (0-0 1 )+ P^craHG-Gi) = (3*7 =*e 2 - 7. 

On a donc obtenu : 


1 


P = p el ** 3 


D’où les expressions fournissant le paramétre p et l'excentricité ede la trajectoire conique : 


L 2 

j , 2EL* 

«* 

{ ‘ = ] + rf 
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Exercice su * 


2* C. Le poinr ksuit une orbite circulairesisa distance au centre O est lise» ce qui implique 
w - constante et donc e s 0„ Dés lors, en notant j \ Je rayon de la trajectoire* U vient : 


mK 


« E = - 


mK : 

IL 1 


(#=0) 


soit 



^Interaction coulombienne répulsive 


1. Une particule P de masse rrr est sou mi se, 
dans 91 galâléen, à une force centrale répulsive 
de centre 0 fixe : 

r fflK4 , . , . 

F = —a (K > 0), 



Initialement la particule est â L'infini avec une 

■-* 

vitesse Vg, le paramètre d'impact est b {cf. figure). 


Déterminer la déviation subie par la particule (les forces gravitationnelles et de 
pesanteur sont négligées dans tout l'exercice). 

Indication : on pourra intégrer - par rapport au temps - L'équation vectorielle tradui- 
sant la loi fondamentale de La dynamique pour La particule P, puis projeter sur les ases 
Oc et Oy. 


Application : 

La force F résulte d'une interaction électrostatique due à une charge Q fixée en 0 
(qQ > 0], Quelle valeur doit-on attribuer au coefficient K ? Que devient la déviation ? 


2* On revient au cas précédent, la charge Q initialement fixe étant maintenant libre 
de se déplacer (sa masse est M) T 

a. Que peut-on dire - à partir des lois de conservation - dans le tas particulièrement 
simple où m - W 7 


h. Cas général (m * M) : 

+ — ï 

Cl) Or se place dans le référentiel du centre de masse G et on note f = GP. Mon' 

+ + y 

trer que La force F subie par P s'écrit : F - K'—* Exprimer K* en fonction de Kg, et 
du rapport ^ 

P) Soit <p' L'angle mesurant La déviation de P dans tft 6 . Montrer que Ton a ï 

-ffl-SHD 


28^j 
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i]j En déduire une expression donnant tui<p (<p angle de déviation de P dans {jt] « fl 
fonction de <p' et de S- Commenter, 


I Solution 


1. Le point matériel P es! soumis à une 
force centrale répulsive* le centre de force _* -> 4 H 

(point O} étant fow dans le référentiel ; ■* 

d’étude, J' J " "^’g 

Le mouvement est donc plan et la tra- 
jectoire hyperbolique (O cil un foyer), 

— t 

Notons V, la vitesse après interaction (particule à l’« infini »). 

_j. # 

Il y a donc conservation du moment cinétique 0(0), soit en désignant par fr un vec- 
teur unitaire perpendiculaire au plan de la trajectoire : 

3(0) ^ OP a m¥ ü= lim (OPAmV). 

D'où 3(0) - mV 0 fcÀ 



D'autre part 3 ( 0 ) = rw A wi(rr^+ rflïî^) = ffl^éï (È-? f ) 

Soit J^é = V ü b m 

La conservation de l'énergie mécanique implique celle de l'énergie cinétique pour r 
« infini * (on est en dehors du champ d'interaction de la force). 

D'où V, * V„ (2) 


La déviation de la particule se mesure par l’angle ip - (V # *V,), fl variant de la valeur 0 
à la valeur h -• ip. Écrivons la loi fondamentale de la dynamique : rr- — m mK— '■ 

Intégrons cette équation entre les états limites « avant interaction - et « après 
interaction » 


or 


j- -r r^PuTdf 

L dV " k L ^ 

\ w àV = V,-V 0 


rWU.dt 1 

et avec (1) [ — = — f Jr,dfl (d’après (1) 

J H v f * V , h i? J |> 

Nous avons donc V, -¥ & =-^ÿf ^ 

V(>eJo 


df 

r* 


de 

né 


V 


dfl). 
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Exercice fie 


Projetons Sur les amS O* et 0 y 
(i? r « -"COs&ü^+ sin0u^. ï : 

L) = — rrr [ cosGdB 

v «Wo 

V (J sJrnçi = — ^rf %ln8d0 
1 Y-ff J 0 


Soit : 



n 2<? S 


K . <p (p 

-— - sin -t œs -r 
v:h 2 2 


V 0 sin<p - 7rnr{l + cosip) =$ sin-cos - - -^-cos J - 

V 0& 2 2 v£& 2 

Les deux équations son! évidemment identiques et se résument à : 


.4f) = 4 

UJ vlb 


(3) 


La déviation est doutant plus forte que le paramétre d’impact b et la vitesse V 5 sont 
faibles et que la constante de force K est élevée, ce qui est cohérent. 

Application : le champ de farce est le champ coulombien répulsif, an a donc : 

+ „ «Q» 


£< a. Écrivons les lois de conservation de la quantité de mouvement et de l'énergie 
mécanique du système des deux particules chargées, dans le référentiel d'étude sup- 
posé güililcen, entre les ét ats " bien avant * interaction et « bien après » interaction, 
états pour lesquels les particules sont à l'infini cl infiniment distantes l'une de l'autre. 
Dans ces états, l'énergie mécanique se réduit i l'énergie cinétique* P^oîi î 

ffjVg + 0 s mV^ap) + MVq(ap) 

iut¥j+§ * “trtV^(ap) + ^MV q (ap). 


Soit awc m = M => V a - V^ap) + V Q (ap) et V* = ¥j{ap) + v£(*p>, 
Ken éliminant V D : [vj(i ap) + vj(«p)] = vj(ap) + V^ap)* 


Soit filialement 


v f W V Q {ap} = ü 


Les deux particules repartent après interaction dans des directions perpendiculaires 
(fésullet classique pour m = M indépendant de la nature de l'interaction). 


2 . b. a) Considérons le référentiel du centre de masse , ce référentiel est en trans- 

î 

lation par rapport au référentiel galiléen d 'étude avec une vitesse V c telle que : 
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— * |F[V q +Ü — * ffj — > ► 

v S ■ ... ■ a» v c - — v n <V C = constante) 

m + M u m + M ^ M 



On est alors - dans - ramené au problème précédent avec un centre de force fine 
^ onïtanf 

K" = 


placé en G h et une constante de force d expression 

_SQ 




K' 


'(-sr 


2, b- P>) Dans ce mime référentiel, la particule ^ va subir une déviation d'angle 4p' 
donnée paria relation [if, (3)) ; 

tanf^- | s il reste donc à déterminer les paramètres V!! et i?\ 

*■ ■ > V'>' 

’ Pour V,j , appliquons la. composition des vitesses dans le Cas de la translation 

soit % - % +v£ vf - v e «vv. 

M 


M 


M V « 


« v ; - v .-sts v . - ^tm v « - v ; 

* b' s’obtient à partir de f) par une formule barycentrique identique à [4% 

FM 4 M 

K' 


d’où 

Finalement : lan ^ J a 




I 


0*5T 


Soit : 


-CO-ât-S 


H) 
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EpbfT!) La déviation cherchée dans î« réfé- 
rentiel d'étude ^ ç , oè initialement Q est 
immobile s'obtiendra aisément en compo- 
sant de nouveau les vitesses. Après interac- 
tion, on aura : 

v, r ( après) = % + v\ wm v; - v;. 

Soit en projetant sur les directions el ü* : 

¥ Jap)eùs(p - V G + Vjowtp' 

V (ap)sm(p - Vppnff' 


V /.nt 



tanftp) : 


smtp 


m 


77T ~ n d 'où une déviation $ telle que : 
V n M 


tan(tp) ; 


sinrp 


-ffl-âC'S 




(S) 


+ etistp 


L’a eaferal utilisa rit les relations ejitre sijup'., costp' et i 

W* 

l^n ip 


V-.M 


m j ^ | donne après simplifkatiOjHi : 


■ Pour ru <K M.onobtiem tan 


[ vJ» s J M’v^’ 

(^2* j # ^ ^ 'dation (4)) et V fl <K VJ, 


ce ■. j l l l implï- 


K 0 

tan tà * — * 

comme il sr doit» Bit effet, & le limite où la masse M e$l très grande devant m, on pourra 
considérer en première appnioLimaiHjn qu’elle reste &*e. 


4 Fmir » = M» on* V Q » - y « % = V', - y* 


J 


“J — ■+ ■+ “f “^4 

D autre part* dam w : MVq + mV^ = 0 toit, pour m - M, v y = -V^ „ 

■+ — ♦ -— + 

D'où le diagramme des vitesses dans en se rappelant que V = V' + V ç 
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C est le milieu de AB et Le triangle OAB est rectangle en O (OC = BC = CA), on a 
donc, dans ce cas particulier, un angle de ï entre les deux directions de vol des parti- 
cules après interaction. 


Météore traversant un nuage peu dense 


Une particule M de masse m est Soumise à un champ gravitationnel central % (de 
centre O) tel que : 


<kn* 


pour f > F 


avec r = OM et f = |r | r I > 0. 


W) = “K- pour r< R 

1. À un instant la pastictite se trouve en un point 
{0M„ = R) et sa vitesse tait un angle a avec Le rayon vecteur 

Ûn prendra 0< « < ^ et V 0 ( = | V^| ) < 

V 0 




Û 


On posera n = 


V f 


a, A quoi correspond La condition V t < V f 7 

b. Caractériser La trajectoire Suivie par la particule tant que r reste supérieur à R. 

On rappelle que pour une trajectoire elli pti q ue d'équation polaire - = 1 + e cos ( 9 - 0 J, 
on a : 

rt -* 

p ■= — (oùmÇ * Lq avec L 0 moment cinétique en 0) + 

o ■ —Œ-s { a ■ demi -grand axe de l'ellipse) ► 
i -e £ 
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Exercice si? m 


Dessiner quelques trajectoires (prendre par exemple j] = 0,3 et 
a - (D r & : 0,8; 1,0}), 

2. la particule se trouve en un point [OM* - R) et sa 

^tœa de module V 0 , est maintenant orientée de telle / ^ \ \ 

' _ > _ r fiX'A 

façon que (Vj, MjO} - $ avec 0 < ^ » 

a, Déterminer la nature de la trajectoire suivie pour la par- \ / 

ticule tant que r reste inférieur à R. 
b* On peut montrer que la particule recoupe It cercle de 
centre 0 et de rayon R en un point Mj tel que <0M V . ÛMj j = y avec : 
ta W = - . 

Vérifier la cohérence de cette expression, 

3. On se replace dans les conditions du 1* Décrire Le i»uwefflériï ultérieur die la particule-. 
Tracer la trajectoire pour r\ - 0,9 et a a 03 rad. 

Solulioji 

t r 

1. a» La particule M sc déplace dans le champ ^s(r) - - K— ‘ 

Il lui est associé une énergie potentielle E p = - ~ : 

La conservation de Têner^ic lors du mouvement s'écrit r 
E m = ifflV J + E r (r) = E 0 = 

Or b force ent centrait attractive et dé type newtonien U trajectoire reste b distance 
finie (état lH) pour E fl < 0 soit pour : 


ï ,J fflK 

r v »‘x<° 


vJ<Y= sV i <V ^ 


La condition V fl < V { traduit donc que 3a trajectoire restera bornée ( trajectoire elliptique). 
1. b. D’après ce qui précède, on obtiendra donc une portion d ellipse d’équation polaire 
£ = 1+ #cw(8 ^ fl, )i où p et e représentent le paramétre et l'excentricité de rdlipse 
(grandeurs, prises pOÔtiVtt)» 

c 2 

» D'aprts le cours, on a p = — où C est b oonslanle des aires, 


C s iïV^sinü (C s [üM^ a V^|) ^ 


s-©'** 
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* Le demi-grand axe a s'obtient par E„, 


mK 


1 , J mK 

î"‘"~X : 


mK 

la 


I i.A 1 , a .ï 

Ÿ ,tV 9-2 mV * 


.if R ') 


Soit 


R . R. 

— et a = - - 

la 2 


'-SS 


1 




m 


L'excentricité de l'ellipse trajectoire est alors fournie par l'expression a = 

soit c 2 = 1 - - 

a 

e i s t 2tl J sin 3 a 

1 


l-e 2 


Gti-n’)) 


e - p/Ï~4t| i { 3 — ï| 2 )-sbi 2 <x 


O) 


Enfin, déterminons l'apgle <p définissant la 
position du grand axe de l'ellipse (dont le 
périgée sc situe à l'intérieur du cercle de 
centre O et de rayon R,) b trajectoire a 
pour équation, en coordonnées polaires, 
^ - I + ecosG (dans un premier temps, 
avec les conventions adoptées (cf. figure) 
0 augmente. 



D'où 


- = l+ecos(ït~ tp) =* costp ; 


"I 


I costp = 


1 -2;q 2 $in z ci 
Jï~- 4tl 2 (l -Tl a )«lit a 'a 


(fl-ffi-ç) 

U) 


Donnons quelques trajectoires pour T] ■ 0,9: 
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Exercice ut 


^ Km + 

2» a, La particule M est soumise à la fonce F - — “T ( usdÜateur harmonique spa- 
tial de centre O). L'équation de son mouvement est donnée par ; 


d 2 f 


Km* 

~w r * 


££*£? = 5. 

àfi R’ 


Posons IX = - '.il n'est autre que la pulsation angulaire du mouvement circulaire 


de rayon R...), il vient : +SÏ 1 * - 0, 

d/ 2 


(5> 


La trajectoire décrite par la particule est plane (force centrale» plan défini par OM, et 

- i ’t 

V, ) î c'est un arc d'ellipse de centre O ; en choisissant pour axes QXet OY les axes prin- 
cipaux de cette ellipse, l'équation (5) donne, en projection : 



2. h. La particule ressortira du disque de centre O et de rayon R au point MJ symétri- 
que de M| par rapport à L'axe OY. Le rayon vecteur r aura alors tourné d'un angle 
= 1t - 2e. D'après le texte, on a : 


iani|r 


Zî[ J sin2p 
I + 2f| J cos2p 


Vérifions la cohérence de cette expression. 


- pour p = kp^ri icuJIç quitterait le dist|uc au 

point MJ diamétralement opposé, ce qui impose 
H" ™ ïï pour (1 = 0 en accord avec (fi). 


m 


/ v=Jt \ 

m;. ^ V.-.M, 

O 


- Pbur v 0 su (fiant ment grand ( ^ utV^, » ^ , 
soir T) 1 » I ), La particule présente un déplace- 
ment quasi rectiligne. Elle ressort en MJ tels que 
tpr a it - 2^ (cdhcrent avec (fi)). 



20) 
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- Peur |3 - j la trajectoire a pour équatniH 
paramétriques : 


|X - RcosOr 
|ï = ^strtJ,. 

Cette trajectoire est effectivement intérieure au 
V ft 

disque de rayon R pour — < R h c'est-à-dire 


K ./R 3 


< R^ 


2V, 


- < i Zrji* < L 



On doit donc avoir y -* jl pour 0 — ► - quand lt| 3 < I ce qui est également vérifié. 


3. Dans un premier leitipS) la particule 

décrit l’arc M 0 EM , de L'ellipse de foyer O 
caractérisée au L. b, Elle revient sur le cercle 
de rayon R en un point M, symétrique de 
Md par rapport à IW OE de cette ellipse. La 
conservation de l'énergie implique (puisque 
de plus OMj = OM q = R et donc 
E r (M,) = EptMJ ) : 
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Exercice u» m 


La particule ressort en M , avec une vitesse V} telle que Jv^ :| - (conservation 

de l'énergie) et (OMJ * V, ) ■ m (conservation du moment cinétique). On est alors 
ramené à la même situation qu'en la particule redécrivant un arc d'ellipse de foyer 
O obtenu à partir de Tare MgEMj par une rotation d'angle A = 2-q> + ty 1 . 

13 ‘o ù le dessin ? 



^ Marées 


1* On considère deux masses et M e (m z ) formant un système isolé en inte- 

raction gravitationnelle. Elles décrivent des trajectoires circulaires (autour de Leur 
centre de masse G) dans un référentiel qaliléen $1*. On a M f M t ■ D ■ cte. 


Or appelle SI' le référentiel en translation centré sur M r On étudie dans le mou- 
vement d'une particule de masse rn dont on suppose qu'elle ne perturbe pas le sys- 
tème (M v M|). 

a. Montrer que la loi fondamentale de la dynamique appliquée dans à la masse 

^ ^§ro,flir + -* * 

m, s'êciit : ma' ^ ^ — + m SG - ffi(Gï + $G) 

avec r - M 3 M, le point M désignant la masse m. 

On montrera que le terme * perturbateur * ÔG qui tient compte de la présence du 
corps m 7 peut se mettre sous la forme : 


66 




'XMlïfl \ 

Dî W 


■* 

Dans le cas où L'on a f «0, montrer que la fonction vectorielle F s'écrit au premier 

+ 

ondre en - : 


r --*f* M f i* M,|M 2 

'-MvbJ-b 
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b, Application numérique ; 


H +11 

Calculer La valeur du rapport pour ^ ^ 1,66 - ÎO - * (D = distance Tene-Lune, 

l G il 

r„ - R| rayon de La Terne} et = 1,22 10 -ï (rapport des masses de la lune (m*) 
et de la Tetre (m,)). 


2. Approche simplifiée du phénomène des marées. La Terre est assimilée â une 
boule rigide de centre T et de rayon R T recouverte sous une faible épaisseur par de 
L'eau. H s'agit de déterminer 1a forme de la surface libre en tenant compte de la seule 
influence de la Lune. On fera donc Les hypothèses suivantes : 

* Le système Terre-Lune est isolé, et La distance 0 séparant la Terre de La Urne est 
constante (Là Lune est assimilée â un point matériel de masse m L , et on note rn^ La 
masse de la Terre) ; 

* une masse 6m de fluide est soumise I l'attraction terrestre, â celle de La Lune ainsi 
qu'aux forces de pression de résultante 6/p, telle que 


5 /p = ^grtdP 

p B - masse volumique invariable de Teau supposée incompressible}, 
t On se place dans le référentiel 31' centré en T et en translation par rapport au 
référentiel gaLiléen du centre de masse du système Terre-Lune. Donner l'équation tra- 
duisant l'équilibre de la masse Bm dans 9t\ On utilisera les résultats du 1. 
b. On suppose que l'eau est en * équilibre à chaque instant » et que ton peut appli- 
quer Le résultat précédent. 

a) Montrer que la force perturbatrice Liée à ta Lune peut se mettre sous la Forme : 

S/ L ^ -6mgradV F ( r). 

On exprimera V P en fonction de g r m L , Ü r 
r = TM (le point M repère La particule fluide) 

et de l'angle y - (TL r TM). 

Indication : on pourra projeter S/ L sur Les 

— + 

axes cartésiens T* , Ty , T i {u t il TL). 

En déduire que La surface libre est associée à L'équation : 

Vi(rsRVp(r v <p) - «te cil V,{r s ) = 

T s 

Y) Montrer alors que la variation s(<p) du niveau de l'eau (par rapport à une Terre 
sans lune) s'exprime sous La forme : 



s 


^(îcos^- 1}. 
2ffl T D 3 
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k cet effet, on notera r ( (y) = R( + s(<p> (Rf rayon d'une Terne sphérique necou- 
verte (Tune épaisseur d'tau uniforme * Rf *> Rj ) et on utilisera te résultat du 2, b, p). 


Ûn tiendra compte de ce que : 


m_ L /R|Y J 


«I, 


S) Application numérique. 

Donner dans ce cadre d'hypothèses : 

* la hauteur h du marnage (différence entre te niveau le plus haut et le niveau le plus 
bas) pour un point situé dans Le plan équatorial (on supposera que la lune reste dans 
ce plan). On prendra R T = 6,4 * 1Q 3 km ; 

* L'intervalle de temps séparent deux marées hautes consécutives (on considérera que 
la Lune a dans ST une trajectoire circulaire autour de T de période - 2S jours). 
Commenter les résultats obtenus. 


m Soiuiioh 


1.1. Le système M|M, forme un système Isolé en 
interaction gravitationnelle. 

Là distance M,M 2 étant invariable (M t Mj ■ DL [es 
moues wa, et tn l décrivent dans le référentiel du 
centre de masse, des cercles centrés en G. 


On a donc, dans St^ 




* On étudie maintenant te mouvement d’une masse m 
m«m, et m « m 2 ) dans le référentiel en 
translation circulaire par rapport à 31^. 



Ce référentiel 3l J n’étant pas gaJiléen, LL est nécessaire d'introduire la force d’inertie 
d'entrainement ~ 3 - u . 


Appliquons la bi fondamentale de la dynamique à la masse m située en M 
(r ss M,M) ,en tenant compte des forces de gravitation exercées sur m par M, et M 2 : 


ma - - 


M,M 


+ . f 6rtjnj,r 

rrû : + - 

i r 


MjM 

' S ""’ î MÂP 


■+ "I 
U 

D l r 


MÛ, 


D'où : BG = - f én 


M,M | g 1 
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or MjM = = r-Du. 

N) î 


^xvp , 


Soit encore; SC = 


~DÏ 


MJ 


.4 c Srn, *fr\ 

Le champ perturbateur est bien de la forme oG = Fl avec; 

-> 

*[r\ ' f " D ■* m 

k) FT 

Supposons maintenant que r « D, el développons ^expression £2) au premier ordre 
-l 

en -- Dèslori: 

ETTp - [(“ - b) 1 -("44) "4Mé} 

r -si 

4 

4 r 

U , 4 W 44 , 4 ,4 4, 

“ | 7 -f.-p- 5 X'‘T-< 5 ))- : -É*>(S) ! ' 


Soit Hnalemcnr 


f ( 6) #jî ( 2 5 )-B 


m 


À cette approximation h le champ perturbateur s'écrit : 


4 < éw-, .* 4^ 4 

SG ^ -^[3tt(irr )- r] 


(4) 


1 * kÛna| 5 G| - ^^Jri + ^urf-ôivrf 


|ëg| - «fr* + Sr^cos.^, 

IsgIL 


r SpFij2r 
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m 029 Mpj-âxg 


Applieutwn numérique : 

- 2 1*22 ■ KH x ( U66 ■ KH)' = 1*12 l(H. 

On a bien |sc|rus «|gJ et l'in fluence de M l sur le mouvement dans 9ft' de la 
masse m peut effectivement être traitée en terme de perturbation. 



2. a. Le système M t ei Mj delà première question est ici remplacé parle système Ter re- 
ÜJiiê* la masse Sm joue le rôle de m. Elle sera en équilibre dans f repère en trans- 

lation lié à b Terre) si la résultante des forces appliquées est nulle, soit en tenant compte 

des résultats du 1.) : 


Soit : 


0 = ô£ + 5ib(GÎ + £3), 


- — grad 1' + G, 

Po 


ÔG 


{5} 


— v %n T r 4 — i + 4 44 4 

Avec G, = — — (r =TM) et SG # -^-[3tf|wr )- r \ 


où TL = Dw . 



M ± «2 \ 'érrîr 

D T oü, Ton peut prendre : V p (x, y, 1 ) = —{ —JL - a* J = —J 1 fâ - 3*2). 


Ot i = reostp, soit : 


Œm, , 

V p(r p q?) - yjry r 2 (l — Icos^) 


( 6 ) 


„ 

T L 2 


2* b* p) Le champ gravitationnel G, peut être également associé au potentiel V, = ï. 

L'équation (S) traduisant * l'équilibre » delà masse d'eau devient {p fl = este ) 1 


-grâd^^+ V,(r) + Vp<r, tp) , 
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U pression au sein de Peau en * équilibre » se traduit ainsi par l'équation : 

— + V,(r> + Vpfr, tp) - este. 

Po 

El la surface libre, associée à une pression uniforme (atmosphère) Pp admet pour 
équaibn r 

V,<r s ï+Vp(r iP ip) = este (7) 

J-tour une Terre sans Lune, on aurait Vp(rj, (p) = 0 et Vj(r s ) * este „ ce qui corres- 
pond à une surface bien évidemment sphérique pour le modèle présenté Ici 


S.b.'V) Notons Rj son rayon (Kj =* R T ). 

La présence de la Lune modifie cet élut et pour un angle tp donné (symétrie de révolu- 
tion par rapport à l’asc TL) + on note e 

r s (tf>} e Hf +s(fp) avec ${f) grandeur algébrique très petite devant Rf. 

L'équation (7) donne alors : 


^wi T ^8 m. 


Et en tenant compte de ce que [4 ^ Ry et en ne gardant que Les termes du premier 
ordre par rapport à la variable s : 




D'où 


Or 


S f ffl T W L^T 

RE 1 rT* d» 




(l-3cos J (pj > + 


«u r t 

2D J 


( I - 3cos 2 <p) = etc. 


G 


« 1 (çf. Application numérique du 1. b»), d’où : 




3! reste à traduire, pour déterminer la 
constante, que le volume d’eau n'a pas 
varié. Or l’élément de surface 6S sest 
algébriquement déplacé de st? r Soit une 
variation de volume : 

5V - îBS - 



Et au total: 6 = R^fsBû. 
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•H 035 âDpJSK] 


$ fie dépendant que de <p on peut prendre = 2ïtsimpd(p (y :0— ►2Jt) ï <fotlî 

1 pft 

SV T as Rj 2 ti j(9)sin<pdcp. 

f * 

Oti doit avoir oV T = 0 h «qui inipo« jfqOsintpdtp 

J» 

,rS fS 

or ( iims^ç - 1 ) sdn (p dsp ■ I (l -3cor$}£i(cos$) 

Jo *a 

= |~ coi cp — cas-’ cpj - 0, 

Oti doit dont prendre este = Oiü qui donne finalement (avec R} ta R r ) : 


1 m i R-r 

5 # t : — -(TtOS^- 3 ) 

2 r%D 3 


2. b. S) Pour un point N dans le plan équa- 
toriaJ qui contient la Lune (ct\ énoncé), 
on a : s s{tp - o) = s(qj b n) points 

N, et N, 

j-pjjn = = 5j| point» Nj et H(, 

D'oii 



h = : 


■ jh, lu 


L 


3^l Ri 
2ui t 


D* 


-> h #54 cm. 


D’antre part, dans la modélisation 
retenue §d s l’eaw forme un bourrelet 
d'axe TL qui tourne dans à La 
vitesse angulaire eu, alors que la partie 
rigide de la Terre tourne b la vitesse 
angulaire <%. Le point N, lié à la Terre, 
et contenu dans le plan équatorial, voit 
le niveau de l'eau s'élever de i(f} avec 
<p{f> ■ (€8r -M |} f t®* 1 * considéré 
qu'à t = 0 , N est situé sur L'axe TL ent re 
T et U »t : 
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m = 


2m- r 


— [: 


L>aiu ces conditions» k phénomène des marées présenterait une période T m définie 
selon : 


Ty T t 

or Tj - 24 heures et “ 28 jours d'où : 



T nl » 12 — heures =* T m = Il h 17 nun. 

‘“à 


Commentaires 


On observe bien des régions de la Tfcrre où les nu rées sont sejn i -diurnes (c l est ce qui se passe 
sur les çAtes atlantiques françaises). Mais cette périodicité n'est pas valable pour tous b 
points du globe, 

Par contre» If marnage est I nés influencé par La forme des eûtes. Ainsi certaines baies forment 
des ■cavités résonances qui entraînent des valeurs de h beaucoup plus élevées (baie du mont 
Saint Michel], 


Chapitre 5 - Mécanique 2 


material 


Exercice sïo 



■J 


Point cours 

Soient deux référentiels &(0, *, y, z) et 0l J (O',, ** f y\ z M étant un point en 

mouvement, il possède une vitesse V ft ( Al ) dans '$1 et V. s ,( M ) dans SL La loi de 
composition des vitesses s'écrit : 

V^lM) > \V(M)^V;(M). 

— > 

La vitesse V C (M) encore appelée vitesse d'entraînement est celle dans QfL du point 
coïncidant avec M et appartenant a 24'. 

Dans le cas d’une simple translation (pas forcément rectiligne uniforme) on a 
\{M> . V^(O'), 

Le mouvement de translation est caractérisé par le fait que les directions d'axe 
OV, OY,OY restent fixes (biuiï, le mouvement dans 31 du point O f étant 
quelconque. 


^ ^ tsA 

Ûn a ici V { ■ V fl et V ( balle/® w! ) ■ — fQe verticale ascendante). 

Soit: . ^(Wk/a^ + vJ, 



La balle rebondit symétriquement en conservant le module de sa vitesse, d'où : 

a = a «iï\ = iï\. 

Il revient au meme de dire que les vecteurs (A, V 2 ' ) et (À, V[ ) sont symétriques par 
rapporté la seconde bissectrice [cf, figure 2), ce qui implique : 

V L = et VL --Vf,. 

Soit encore - V, et V'L - V ( , 


D'oii après retond, et dans ®' : Vj 


1 1 reste à repasser dans en appliquant de nouveau la loi de composition des vitesses. 

Désignons par V z la vitesse de la balle* il vient ; 

vï* 
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1 


Commentaires 


! * Pour \\ = 0 (voiture immobile <la os on obtient : 

■=# _j, 

Vj = V, ççqiiiçtf évidemment lç résultat étendu, 
► ftpt#r V, — ► 0» on * bien ; 




1 La représentation cLissique do rebond élastique sur un obstacle n'est géométriquement 
simple que dani Le référentiel où l'abstadeçsî Axe, d'cdr rînlénd d’npérçrk cbangemenl de 
référentiel correspondant. 

* les origines précises des deux référentiels utilisés n'interviennçnl pas [ pour exprimer les 


vires*» par leurs composant», les vecteurs unitaires et u. suffisent, et on peut utiliKT 


La même base dans les deux référentiels. 

1 Notons que sous L'effet du choc la bulle, malgré une vitesse initiale faible, sera projetée à 
mie grande distance car sa vitesse aura considérablement augmenté (prendre par exemple 
V, * J m r 1 fl V c * LO m ’ a -1 = M km - fcr 1 )l 

ISieu sûr, il y a nuemtloa de L'énergie et le gain en énergie cinétique de la balle (ditu 
9Lj) * fait au détriment de L'énergie cinétique de La mituie--- l'effet est imperceptible du 
fait de La ^diiJe masse de crlle-d (ruffl^rfe a celle de la balle). 


^ Traversée d'une rue 

Un piéton désire traverser une rue parcourue par des voitures sur une seule file (voit 
â serti unique). Une voiture arrive à La vitesse V fl constante, le piéton marche (ou 
court !) en liq ne droite, d U vitesse v constante, dont il choisit librement La direction. 
En assimilant la voiture à un rectangle de largeur t pratiquement égale à la largeur de 
la voie, calculer, en fonction de La distance d à Laquelle se trouve initialement la voi- 
ture. La direction optimale du mouvement du piéton, c'est-à-dire La direction qui lui 
permet de traverser sans risque de collision, et avec la vitesse via plus faible possible. 
On cherchera la solution par deux méthodes différentes. 
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Commenter les courbes obtenues. 

b. Déterminer la trajectoire du bateau dans le repère lié aux rives et retrouver les résultats 

V 

précédents. On se placera en coordonnées polaires de centre 8 9 et on posera tj, * ÿ- 


On 


donre une primitive de f -4^r » In tanf? 

sine J si n e 12. 


Ml. de tju 1 ]] f&ttt s&vair 

Points de cours 

* Composlt bn des v itesses, 

* Vitesse en coordonnées polaires. 

Outils mathématiques 

* Coordonnées polaires. 

* Équations différentielles du premier ordre é variables séparables. 


Ml, Ce f^ul dainpPeinf Pe 

l T a. En mécanique classique, le temps est indépendant du référentiel choisi. On peut 
donc minimiser U durée de traversée en se plaint dans le référentiel où k problème 

est le plus h impie. 

bu Dans cette question, IL faut évidemment se placer dans 1e référentiel lié aux rives. On 
peut jouer sur l'angle a que fait la vitesse avec la normale aux rives, et une discus- 
sion devra être envisagée selon les valeurs comparées de V et de W. 

2+ 3 * Deux cas se présentent selon que V > W ou V < W, ce qui était physiquement 
attendu. 

b. Il suffit de traduire qu'en chaque point de la trajectoire, la tangente est colinéaire à 

V 

la vitesse. On peut s'attendre à ce que le rapport q = — joue un rôle important. Ainsi 
si ¥ < W, 1e bateau n'est pas assez rapide pour « remonter » le courant, et il est pré- 
visible que le point dé visé ne sera pas accessible. 


Dy Solution 


1. a. Plaçons-nous dans le référentiel 31' lié à 
l'eau. Le bateau s’y déplace avec une vitesse de 
module constant V. 

La durée dé la traversée correspond alors à : 



où L est la longueur du trajet suivi dans 31'. 




d 




Elle sera minimale pour L ~ d. Il faut donc orienter Taxe du bateau (direction de V ) 
pcrpcndiculai rement aux rives. 
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1 


• Approche analytique 

ta v itesse du bateau dans 3 t est v - Va+Ww^, soit en notant a l'angle f ~u_ , 
fv t = W - V si ntt 
| v t = V COSOL 

L’équalion de la trajectoire est alors (origine erA); 


| x s (W - V sina)r 

|/ ■ Voosat. 

L'abscisse du point d’arrivée C est donnée par 

y(t c ) s d, d l ûù : 

*e = (W-Vsma)^. 

Le chemin parcouru sera d’autant plus court que C 
est proche de U^. 


M 


bJ c 



A 


x 


« Pour V>W, on peut réaliser C - R 0 * c'est-à-dire jc^ - 0 + Tl suffit d'imposer : 



* Pour V<W, la situation précédente n’est plus réalisable et x c > 0» 
Étudions rapidement la fonction a — * %.(&!- & dérivée s'écrit t 


dJC c 

da 


d 

V 



Vcosp 
cos a 


soit — ! - = — I W sln ra - Vsii^a - Veos^a ) 
da VcosV 

E" I k' j'annule pour a tel t|uc| 


{Wsina-V}. 


W 


Vcos^a 

et il s'agit bien d’un minimum. 


On retrouve ainsi les résultats obtenus par la méthode géométrique. 


2. a. F.saminons les di flértntCS LriijKtoiiti : 



3( 
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Point cours 

Une équation en polaire du type r = | + est représentative d’une conique. 

On rencontre ce type 4e trajectoire lors de l’étude du mouvement d’un point maté* 
* K - * 

rid soumis à une force centrale attractive / as — -^ii, de centre O, 

♦ |e| < 1 correspond à une ell Ipst don t O est l’un des foyers* 

' |e| > 1 est associé 4 une hyperbole dont û est l’un des foyers, 

* H = L donne une parabole. 


* Par ailleurs, on a : 

îIBo - fsinG = d ■ | rao®^ (2) 


et 


B^K s rcosB - d 


/ BV" 
ftan^J tosÛ 


sin0 


/ Q\ n ~ l 

__ ««# 
B * K 2 } e.n*. 

l m ï) 


m 



L’équation (2) traduit le Éft que le bateau coupera l’axe desx, lorsque cela est possible» 
pour la valeur D de B. L’équation {3) met alors en évidence deux cas : 

- Soit K] > I (V > W ) et B,,K tend vers 0 avec 6. 

Il en résulte que le bateau atteindra bien l’autre rive en point visé, 

-Soit V| < 1 { V < W) et BjjK tend vers l’infini quand 9^0. le bateau m’atteindra 
jamais l’autre rive. Il est entraîné par te courant. 

On retrouve bien la condition V > W pour que le point visé B^soit effectivement atteint. 


(fâ) Roulement sans glissement d'une roue 

Ont roue de rayon R roule sans glisser sur un rail rectiligne Qjt, Un point B à La péri- 
phérie de La mue coïncide i la date t = 0 avec l'origine 0 du repère. Le centre t de 

La noue a une vitesse V 0 ■= {V c > Q 

1. Déterminer Les coordonnées £{t}, j(t) du point B. On introduira L'angle Ô< t> dont 
La roue a tourné depuis la date f = Û, 

Quelle est La trajectoire de B dans un référentiel & lié au rail 7 
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Exercice sî* » 


Le point I (point de lu rauccri tiuitiaei avec ic rail), imunïiilËüiiitieAI immobile 

le «ntre instantané de rotation, et te point B esl n <Uns ce référentiel^ en rotation instantanée 

autour de Far? iy J 


allure de (a trajectoire 



2* bp On calcule de même l'accélérai ion de B en dérivant V par rapport au temps ; 

A = d'oii J® A * tio î {Rsin0H^ + RcosGi^) = m J BC 

df |a j Kcos0 

L'accélération est donc centripète par rapport à C 

I* Dans le référentiel Jt* d'origine C en translation rectiligne uniforme par rapport i 
flftpk mouvement de Best un mouvement circulaire défini par la loi 9(t). 

# Point cours 

Caaridérons un point M se déplaçant sur un cercle de centre O et de rayon R. M 
est en rotation autour d'un axe A passant par O normal au plan de Ea trajectoire. 

_ ï — ► > _► -t • 

Dans la base polaire |> fI u 0 L exprimons OM ® Ru t et V ■ R@u a . 


On définit le vecteur rvtatwrt \ il = lu | oii v est ho vtettur unitaire de Taxe dt 
rotation orienté selon le sens positif ; un tire-bouchon tournant dans le sens des 8 
croissants se déplace dans le sens de « . ^ ■ A g f 

Le vecteur vitesse V peut alors s'exprimer -2- 

indépendamment de toute base: f O A 

I V v - -I LAJ“* 

v (M) * n a om ■* 


Le mouvement circulaire étudié ici est caractérisé par te vecteur rotation £1 = Bw r et 
— > -> -■> 

V'(B; = = fl a CB. D'après la loi de composition des vitesses : 

= V(B}/3r + V*(B) 

■+ — i -t 

V = V'4¥ 0 (al' en translation par rapport à 3fc à la vitesse V fl , ) 

V ^ fl a CB + VÎ, 
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U vitesse instantanée du point M , est cons- 
tamment dirigée vers tA i et son module est 
constant et vaut V, 

Or le triangle M|OMj est rectangle et iso- 
cèle puisque OM^f) = OMj(t), et ; 



(OM^OMj) * (QAj, OAaJ + (OA 2 , OM æ ) - (OA, , OM,), 


B vient alors et, = «j = -■ D'où en projetant La vitesse V, sur la base orthonormée 
u T u (u porté par OM, et u par OMj ) : 

Vt - ^-Vcos^jn + ^Vsin^ju" s V^(-u -t- jj') (I) 

Or les composantes de la vitesse vf en coordon- ^ 2 Tv 

nées polaires daw OA f S^rivcni : 1 

V? ■ rS + rÂÜ^ {2} -A 

i _k 1 -4 4 *, B I u ii 1 jj 

avec (çf, figure) « r - « el h ( = \ /. ■ j 

Jl O " x le 

On a donc en particulier r(/) = -—V, s - t( 

A Tînstant initial t ^ Ô, ona r - OA, = a. ^t 

Le point matériel atteindra le point O (lieu de rencontre des quatre mouches) au bout 
d'un temps tel que : 

f r(/)df = _ ^ v [ df { V est une constante), 

Jd 2 J u 

Soit encore f dr - ““Pvt^d = -Lvt, 

h i A 


Pendant df, la mouche M, aura ainsi parcouru la distance di = Vdr Au total, son 
trajet aura une longueur L ■ J dÿ, ti'oii î 

L - f Vdf=»L - VT=> L^ûji 
i 0 L_ — — — 1 

2. On a montré, à ta question précédente, que {(f, (1) et (2)) î 

V, - Vyf-H 1 ^ Ü^) - N^+rèÿ£. 

On a donc ^ - -V^ et 4^ = <3) 

df 2 df 2 


Chapitre 5 - Mécanique 2 (317 


Exercice sfrs 





Exercice us m 


0 


FOisNT MG'» iode 
PM lï tictcc in i n^r km 




L’équatiofl différentielle de la trajccioire r(U) cil alors donnée par l'équation ! 



La trajectoire est une spirale logarithmique. 


Commentaire 


i ün a montré que (OM ( , ) = constante j” ici ^ j. 

Ce» une propriété caracléristique tfune spirale Jrgariih- 
mit|Lic. En effet, on i {<$ figurt d-contre) s 


rd 6 


et r s . 

Les lois horaires r(t) et 0<tf) s'obtiennent à partir des relations (3| : 

<r< 0 ) - fl). 



T(t)~-V^t+a 


ÉT B -V^ donne: 
dl 2 


de xr j 2 A . t de X M 

r— s V— - devient — s V— - 
ét 2 df 2 


H*#) 




i> i oû de = 


(4») 

,-vé, 

2 


= -dln| 


(-*#•) 


et 6(/} = -£ln^a- V^fjj puisque 0(O) s 0. 


Soit : 


9 W .-ln[l-V^ t ] 


31 jï} 
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i 


my Solution 

1+ Le mouvement d'un projectile soumis à la seule farce de pesanteur est plan, dans le 
plan défini, par O, g et v ü (le référentiel terrestre M est supposé gaitléen. ..)■ Prenons 
0,v horizontal dans ce plan. 

L’équation du mouvement 



\x - vision • i (*(f = 0) = 0} 

et i | i 

\z = - -gt 2 + VflOosa r (z( f - û) = 0), 


À une date t donnée» la position (je, z) de chaque projectile est fonction de a, L’équa- 

ticin vérifiée pur léi coordonnées de tous tes projectiles s obtient en éliminant tx entre 
les deux équations du mouvement : 



équation d’un cercle de rayon , centré sur Oz en C { JC c * 0* z c ■ -^l ! ) : dans 
l'espace» les projectiles seront répartis sur la sphère de centre C et de rayon R = v„r. 

2. Le référent Jet est en translation rectiligne par rapport au référentiel 3ft„ avec 
l'accélération constante a t ■ g » et confondu avec & à la date f= û + 

Il est donc caractérisé par le mouvement de chute libre i w - - |jj/i : il a pour origine 
le point C» et les projectiles s'éloignent tous uniformément de G. 

Les trajectoires dans 31' sont donc des droites parcourues à b vitesse v* (à b date r» 
ils sont à b distance R = v Q t „ j. Le résultat est évident si l'on compare les accéléra- 
tions d'un point M dans les deux référentiels : 

a (Mm) - 
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avec id ; - / (mouvement de translation) 

soit: g = er: s(M/ f A') = 0. 

Le mouvement de M dans 3t H est rectiligne et uniforme (à la vitesse v a> d'après ta loi 
de composition des vitesses,, appliquée à t - U i, ce qui est bien le résultat déjà obtenu. 

Remarque 

On peut visualiser le cercle obtenu (dans le plan .tOc) en « arrêtant * le mouvement 





Verticale apparente sur un manège 

Sur te plancher d'un manège, tournant I une vitesse angulaire «> constante autour d'un *w 
vertical (verticale définie par la direction de g „ le référentiel terrestre étant supposé gali- 
léen), un observateur veut déterminer La direction de te « verticale » dans te référentM du 
manège à laide d'un fila plomb {masse m Suspendue- à un fiL de masse négligea bLe}. 
L'observateur tient te fil en un point A, à te distance x c de Itaê de rotation, et à une 
hauteur h au-dessus du plancher du manège. 

Il ajuste alors la longueur du fil du pendule, de façon à ce que La masse m effleure un 
point fl du plancher (sans qu'il y ait contact.,.},, et il appelle * verticale » du point 
A la direction AB du fil 
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Exercice 


U Caractériser cette direction poui un point A quelconque. 
2* üue pensez-vous de cette définition de U verticale î 

■ 1, Ce cfVtl faut bavoir 

- Équilibre dans un référentiel non gaJLtéen. 

* Forces d’inertie. 


91 , de tju 1 !] faut coJupreJidfre 

1. Le bilan des forces (et des fonces d’inertie...) appliquées a la masse m située prati- 
quement au point B doit permettre de déterminer la direction AB. 

2 . On pourra rechercher résidence de ou singuliers et/ou de cas limites» et s’interro- 
ger sur la signification physique d'une (elle verticale. 


■■j. Solution 


1, Quel que soit le référentiel envisagé, la 
masse m exi B h pratiquement dans Iç plan 
1-0 du manège {tournant autour de Taxe 
O; h est soumise à deux forces : 

* son poids mjf ■ -rrcÿï^ ; 

HP 

* lu tension T du Fil. portée par AB. 

Si on sc plan.: dans le rélïrenticl'X lié au manège 

(celui où le point Best immobile. donc en équi- 
libre il faut y ajouter les forces d’inertie liées 
au mouvement de en notation uniforme par 
rapport m ncfÊtentie] terrestre gtlfléerL 



Point cours 

Les forces d’inertie appliquées à un point matériel M» dans un référentiel en rota- 
tion (rotation d’axe Or caractér isée par le vecteur fl ) sont : 

- la force d'inertie d'entrainement ; 

f k - *Sa(3aÜM^ï 

- la force d’inertie de Coriolis ; 

f k = -2m3 a V(M/3t). 


Dans le cas présent, M = B. la rotation est uniforme ( fi este } et devient : 
£ - -wft a (3 a ÔB) *= h™Q2HB =, +mCi î ÔB 
; H est le projeté du point mobile sur 1 axe de rotation. ,/) t 
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D'autre part, f K = Û puisque Je point Best immobile dans St La loi fondamentale de 
b dynamique,, appliqué à la masse rrt. Immobile dans 3i, donne : 


d£ 

dr 


ma =0 = + T + f k . 


1 en résulte que AB est dans k plan vertical contenant O 2 et A (plan 0 x 2 ). 

Appelant x [‘abscisse de Ber a l'angle de AB avec O e, En projetant sur la direction per- 
pendiculaire à T : -mÿsinot+ tf)0J 2 xcosa = § soit: tana = (1) 


D'autre part: tana ■ 


et, en reportant : tana - — {jq, + htina) 


to J l j 

g 


) - 

J g 


x 0 + li tan a 


en posant = A- 

b j 


La direction AB est ainsi déterminée par l'angle a qu elle fait avec O % dans le plans aOzv 
2. Le résultat ci-dessus appelle quelques commentaires : 

■ Le calcul et le résultat n'ont de sens que pour h < = A' Pour h 5» h r le 

n ^ 

point B est rejeté à l'infini (a augmente et tend vtn - à mesure que l'observateu r laisse 
glisser le fil...}. 

* Pour un point A donné, la méthode proposée définit donc bien une direction AB uni- 
que, repérée par çt le] que ; 

tana = T|> si h < h i>mt = £- 

or 

« - I si 1»*^ 

Pour h 3 = la * verticale “ du point A dans # est horizontale dans iefra[(t 3 

* Le calcul précédent garde un sens pour h — * Û h c’est-à-dire pour un point A très pro- 
che du plancher du manège : 

Û^Xfl Q>Ï X 

tana— > 1 = (cohérent avec la relation (1)). 

*-0 g g 

(À la limite, on a un fil à plomb de longueur nulle !). 

'Même si cette définition de la * verticale* est logiquement cohérente, on peut 
s'interroger sur sa signification physique. En particulier, pour un point A' situé le long 
de AB, la « verticale » esl-ellc la dlreClign de AB ? 


A-h 
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J 

■tu 

s 


Étudions cette droite AB, elle coupe Taxe O i en un 

JE X- 

point G, d'ordonnée z r et tant* s — » ’ — — r 
Zç Zç - fl 

(les triangles COB e( GH A sont semblables...}. 

On a donc, par identification: z r = Jj mjï = 

r ^ mjï ta J 

Lu position du point C est indépendante du choix de 
A : mutes les « verticales * des points A tels que 
h < h lim sont concourantes au point C I 
Eiéciproquement h tous les points A' alignés avec C et 
A ont même * verticale * CAlï. 



3lS) 
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4 ltE(j£J m 2 
d’où finalement : 


V^l m 1 - 1 mU y* 

°L ^TmJ“ 2 irt+M V ° 


^ _ fjïjnt +■ M) 

2 JtÊ 0 mMVa 


■ SI V, augmente» la distance minimale d'approche es t plus faible» ce qui est cohérent 
puisqu'on Unce E h avec une énergie cinétique plus gra ndc- 

■ En introduisant u - - l>vL : (masse réduite du système}» é m = — ^ — ; . 

m+M ” 2 « o( l V* 
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Oïl reconnaît l'expression de d nt = ^ ^ 

2lîE fl mMV 0 

d ' oil (0 = 1+ (HK (4) 


Soit 1 = fL 


La distance minimale d'approche est r m telle que r = 0. 

"(i "7^' 

Remarquons que lorsque a -* *>„ or se retrouve dans le cas précédent cl r m ■=+ d m , 
I/cxprttSion {4) se réécrit à l'aide de d m cl r ni : 

t Point méthode 

Mathëmaüquenient, l'équation f^V = /( r) donne = ±*//(r). 

t 0 

Physiquement, on lève l'indétermination du signe. 

Ici, r diminue au cours du temps donc r < U [phase de rapprochement). 

1 - — (relation manifestement homogène). 

Posons u * — , on obtient - — 2 I— /l "i* 
r m r^ r_. tf t„ u 


Il apparaît un temps caractéristique : 


[/équation du mouvement devient ; 


! ^ pS. 

du _ dt 

n ’"** 


On reconnaît la primitive donnée par l'énoncé lorsque r varie de a à r(f), «varie de — 
rirV 

à — ■ On obtient donc : 
r m 

(Argch(*/u) + JüJu - I ],/r„ m - --- 

Le temps t' pour atteindre 3 'état r = r m s'obtient en faisant = I dans l'expres- 
sion précédente soit : 

r- = 
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(|fj Point matériel sur une sphère 


Un point matériel M de masse nt est assujetti à se déplacer sur une sphère de centre O 
et de rayon o. La Liaison est bilatérale (le point M ne peut donc pas quitter la sphère} 
et sans frottements, le mouvement du point H est repéré par ses coordonnées cylin- 
driques r, 9 r 2 , Taxe Qz étant confondu avec un des diamètres de la sphère. 

A l'instant initial, te point M possède une vitesse V 0 = VgU^ tangente A la sphère 

— } 1 

et perpendiculaire à Or ; IL se confond avec un point tel que (Or QM fJ ) = oc 0 
(dû s ]0, Jt| I et donc de cote z tt ■ û dosci q . 

1. On suppose dans cette question l'absence de pesanteur. 

Décrire Le mouvement ultérieur du point matériel, 

2. On désire prendre en compte la pesanteur. L'axe üz correspondant à la verticale 
ascendante : g - -gu^ 

a. . Montrer que dans certains cas, on peut observer un mouvement circulaire d'axe Oz, 
Quelle valeur V { faut-il alors donner A Vj. ? Commenter 

b, a) Justifier que L'énergie mécanique E* associée au point matériel est une cons- 
tante du mouvement. 

Cette énergie E ffl peut se mettre sous La forme ; 

s j««VUï + = E a , 

Eg étant définie par Les conditions initiales, et /(z) > O. 

Qn a tracé Les courbes donnant ; 


■ 1" cas ■ ctp = 0,4 ie. 


z = - ^ rai 

o 


mgo 
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■ 2 e cas : = û,7it. 



P) L r e* pression de est donnée par : 


U eff U) = ™gz + 


mo^sin 2 ^ 

ïiû 1 -! 2 ) 


L'origine de ^énergie potentielle de pesanteur est prise en 0. 

Retrouver tes résultats obtenus au 2, a. 

6) Montrer que la composante selon du moment cinétique en O, âfO), est 
également une constante du mouvement. Justifier alors l'expression de Lf eP( {i} don- 
née au 2 . p.i. 

Que peut-on dire du mouvement du point M ? 


I So]u Uoh 


IL Le point matériel se déplace sur une surface sphéri- 
que de centre O et de rayon a. Il est soumis à la réac- 
tion K qui est normale à cette surface (liaison sans 
froNemenls) et donc colinéaire à a , 

? - Ri? ( R algébrique dans «rtc «pression). 

Le support de cette force passant par O, San monte ni 
en ce point est nul : 

Â^O) - tf. 



On est donc invité à appliquer le théorème du moment cinétique en O selon : 

- 5(0) = 5jf(0) = î. 
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Il en résulte que le moment dnétique a (O) est une constante du mouvement dont la 
valeur est donnée à partir des conditions Initiales ^ 


o(O) * ÜMo a 

soit o(0) = 

% est ur vecteur constant contenu dans le plan (Of, OM 0 ) 
cl perpendiculaire à 0M g (rf. figure o-contie). 

> ■* ^ 

On a donc, quel que soit l : OM a mV - rfuV 0 u 0 . 

Le vecteur OM est ainsi perpendiculaire à ü^. 

La trajectoire suivie par la particule est de ce fait un grand cercle de centre O passant 


par Mg et contenu dans ld plan (OM 0i ¥ e = V' 0 w 9 > perpendiculaire à w 0 , 

Cette trajectoire circulaire sera décrite à vitesse de module V 0 constant comme nous 
l'indique Le théorème de l'énergie cinétique : 


S . = J . ? . o. 

Jf R 

La réaction î? est à chaque instant perpendiculaire à la vitesse (absence de frottements), 
On a bien E e = constante, soit - este - V 0r 


s — * 

2, a» On tient compte désormais de la pesanteur avec g = U rfy* donc en géné- 

ral ni conservation du moment cinétique en O (le poids ne passe pas par O) ni conser- 
vation de l*éiiergie cinétique (le poids travaille quand z varie). 


On cherche à démontrer qu'une trajectoire circulaire 
d'axe Or est envisageable. 

Datas ce cas. l'altitude du point M est constante ainsi 

que non énergie potentielle (Ep = mgz avec une ori- 
gine arbitraire en 0). Le théorème de l'énergie cinéti- 
que se traduit alors selon ; 

dE, dE„ ^ 

— r- + -r* = = 0 (absence de frottements) 

dt dr r 

Soit encore + E p = este, et donc E, = este. 

Un tel mouvement s’effectue à module de vitesse 



constant w\\ - v_ 


Ainsi l'accélération A de M sur Sa trajectoire est Cen- 
tripète et vaut ; 

■j* ^0 “fc L TflLj 

A — ou HM = usiner 

La loi fondamentale de la dynamique n’est alors véri- 
fiée que si l'égalité suivante est réalisée : 

-» 4 -» -> 

wjA = mg + R - - mgu z + Rh . 



335) 
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Soit; -m- 


• - fflgWj + RïJ r 


djUKEf 

Une condition nécessaire est déjà que > * (<f. figure) 

(mA, résultante des forces tng et ï? doit être opposée O ^ 

à Z ). ™ '''' 

D autre part H OU doit avoir avec [ 


tan(fl-a<)) - -tanOg. 


M) 




rng Éiptria^ 

. Vj an 1 !*, 

Dout — - 

ag cosa,, 

En conclusion une trajectoire circulaire d’axe O z n’est possible que pour > y et un 

module de vitesse V t tel que : 


v e - [ «* 


sin J a fl -| IJ 

«*«oJ 


{cm®Q<Qh 


Commentaires 


- La particule devant se déplacer dans le plan z = este, il faut que La composante R, puisse 
équilibrer le poids, soi* r 



0< ^ < ï 



Ainsi, dans k premier cas, la résultante des forces serait centrifuge, ce qui est incompatible 
avec un mouvement circulaire de centre H, On retrouve la condition ct$ > y 


K = Htf|a»o* = mg 


Ainsi quand diminue et tend vers —, on doit avoir (du moins théoriquement) 
|f| -4 t» çt donc V=4t», ce qui redonne bien V. — §■ +» quand a D -ry- 
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2 . b* tt) La particule est soumise à son poids et à la réaction il, Cette dernière ne tra- 
vaille pas ( I? perpe ndîcutaîre à la surface de la sphère : absence de IrotlementiL Quant 
au poids, on peur lui associer une énergie potentielle E p = mgz {origine prise arbitrai- 
rement en z - 0)* On a donc d'après le théorème de P énergie cinétique : 






dE_ 


este E m = E r + Ep, 


df 

Lia 


tfoiij — (Ep + EJ s 

ki, , l’énergie mécanique est bien une constante du mouvement définie à partir des con- 
ditions initiales : Ë, ni( = E$ = |mV^+ ntgz D - 


Oti a de ce fait : ■ mV J + mgz « avec V 1 ■ r4r J è J +i*„ 

En éliminant r et è, on aboutit à l'expression donnée dans le texte. Les valeurs de ë 
correspondant au mouvement doivent vérifier : 

^mz 2 fiz) ^ 0 c’esi -à-dure U,^) < ig, 

[.es. valeurs de Z = - accessibles i b particule sont définies à partir de la condition 
F{Z) « 0. 

Ainsi sur la figure ci -contre, on peut conclure que 2(r) oscille (de façon non sinusoïdale) 
entre les valeurs extrêmes Z*^ - Z, et Z nwt -2%, Aux points Z, et Zj on a bien F{Z) - ü, 
et donc z = Q> mais la particule ne peut pas se maintenir aux altitudes correspondantes 
( — est non nul en Zjd Zj). 



■ l** Cftt : «5 B 0,4 jt soit Zfj * QJltf. La posi- 
tion initiale se situe dans l'hémisphère supérieur. 
Le mouvement est bien périodique selon Qa, 

Z(f) variant entre les valeurs Z m r . ■ — et Z min . 
D’une part, Z miB tend naturellement vers la valeur 
-1 quand V ü diminue i fixé (pour V 6 ^ Ô ta par- 
ticule décrit dans le plan vertical contenant l’axe 
O s et Mq Tare de cercle M ü -4 A — t M t — ► A , .. ). 



0<V m iv w <k;V w ' 
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D'autre pari, Z^,, tend vers — - quand V 0 aug- 
mente « indéfiniment ». En effet pour une vitesse 
initiale suffisamment importante on pourra négli- 
ger l'effet de la pesanteur ^wrV 2 3i > mga et on 

retrouve à lu limite le cas décrit au L pour lequel 
la trajectoire w situe bien entre — z$ et +Z q. 


z 



Caj V 0 = 0 

■ 2 r cas r Oq = OJll soit z 4 # -0,59«. le point 
M 0 se liouvt alors dans l'hémisphère inférieur. 

* Jl apparaît une vitesse initiale critique V £ associée 
à V ov La seule valeur possible de a correspond 
alors à {on a F(Z) positif pour Z*Z a . et 
F (Z) = 0 pour Z Zq soit z — z ■ , j . 

La particule décrit un petit cercle d'axe Oa à la 
vitesse constante V c . C'est la situation du 2. a. 

4 Pour V & < V e (casV^, et V M K z(t) oscille entre 
une valeur < Zg et une valeur maximale z mïJ( 
comme il se doit, ver* -a quand V 0 diminuc (c f, explication donnée lors du 1 er cas}. 



- z b . On observe que a mifl tend. 


* Pour Vp > V ç (cas V^) a{f), varie périodiquement entre f pir , ■ et Z Btpl > 
î m „ tendant vers -z^ (z 0 < Û) quand V D eroit indéfiniment icf. explication donnée lors 
du P Cas). 


Z. b» P) L'énoncé donne l'expression de U tfl {r} - 


U*g<£) = mjfï + 


md 2 Vjsin J a 1 

2(a i -z i ) 


La trajectoire suivie par la particule sera un cercle 
d'axe Oz et de rayon r a * usiner (r Q = acost^) 
si le graphe de correspond à la figure ci- 

contre. Jl faut ainsi assurer que seule la valeur ^ de z 
est possible. On doit donc avoir : 

U,^) - Fq (J) 
et U^|{j) minimale pour z s z^ {î) 

La première condition est automatiquement vérifiée puisque les conditions initiales 
sont teilles que z- et 'c = et donc z Q = 0. 

Calculons alors la dérivée première de U an { 2 ) 





dU tft {z) iHd-vjan-o, 

dî = mg + (fii-z 1 )* * 
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Soit encore : 


1 , 
2 W ' 



1 i^vJsinX 

** g™ 1 — 

2 a 1 - 2 * 


+ mgz 



« J^ï) ~ ~ > 0 ; 

‘-3 

On retrouve bien r expression proposée an 2, b. pi, 

Les études précédentes montrent que la trajectoire dessinée sur la sphère résulte de la 
combinaison d'un mouvement oscillant scion Oz (i wi(ft < i < 2,^) et d h un mouve- 
ment de rotation par rapport à ce même axe caractérisé par une vitesse de rotation 9 
définie positive et donnée par (4 K 
On peut ainsi tracer L'allure de cette trajectoire : 


U e(ï <ï) - mgz +■ 


riia^nn^Ctg 

2C* 1 -* 1 ) 



Point matériel sur un cercle vertical tournant 


CJ5 


Un point matériel M, de masse m, se déplace sans 
frottement sur une circonférence de centre C et ds 
rayon o, contenue dans un plan vertical Par nap- 
pent au référentiel terrestre, supposé galiléen, ce 
cercle tourne | La vitesse angulaire o> constante 
autour d'un axe vertical tangent à U circonférence. 

La position du point H est repérée par l'angle 0 que 
fait CM avec La verticaLe descendante. 

1. Déterminer les positions d'équilibre relatif du 
point M par rapport au cercle, 

I. Étudier la stabilité de ces positions d'équilibre. Commenter, 
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Exercice sîq * 


H Solulioh 


1* Inttodlulsoris le référentiel $ ( Qxyz) (Oz est z ; 
P axe de rotation du cende dans le référentiel ter- 
restre, et O y contient le point C centre du cercle : 

4 figure). £ 

Ce référentiel n'est pas gaHléen. Dans 9fc, le point 
M est soumis à son poids P - pu e , à b réaction O 

-j -*■ 

Ë de la circonférence ( Ë est perpendiculaire à 
celle-ci puisqu'il n'y a pas de frottements) t ainsi H 
qu’aux forces d'inertie (pour une étude d'équili- 
bre dans A, ces dernières forces se réduisent k la 
seule fo rce d’i nertie d 'entrai nement ). 

On a donc, pour M immobile dans A : 

■+ -4 ■+ -* 

0 = nîj; + R +4 

or Cû — (iïüu ■ etc m J] c * mt> 2 HM 
S “I 

d'où - mgUj + + R =■ 0, 

Projetons cette équation sur la tangente à la 

circonférence : -itîjfM, - ji a + mtû J HM ■ + 0 = 0. 

Soit -mjfsinO + FFjfù-( a + «sinfl ) cos fi = Q 

et (0 = ^ n’étant pas solution) s 



Lee solutions ne dépendent que du paramétre sans ^ 
dimension 1| = qui compare * l’accélération 1 — 

centrifuge» pour r ■ HM - « -qui aurait ten- / \ N. 

danoe à elle seule, à placer b particule en B - à l’aecé- ' : V g 

îératlon de la pesanteur pour laquelle la position O *“"+ 4 

préférentielle serait D. ; j /y u a 

Les deux dTcls vont clairement dans le même sens ^ \. 
pour le ; h j et 0 é I 2îtJ (on a pris 6*0 

pour M = D), Il n’existe donc pas de position d'équi- 
libre dans ces deux domaines. 

Les positions d’équilibre ne peuvent correspondre qu’à une compensation de ces deux 
effets, ce qui se traduit par une force tangentielle / a nulle qui nous a conduit à la rela- 
tion (1), Cela va se produire pour une première valeur fi s g ; jJ et pour une 
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SüçOndç fl 2 e ï -^J, Comme nous k montre le graphe d-dtt&Oü* où l'on a repré- 
senté les deux fonctions : 0 *=*■ tanO et 0 1 + sin0) 



2. Pour étudier 3a stabilité, on peut soit s'intéresser au» variations en fonctions de 0 de 
la force tangent telle / 8 pour 0 voisin de 9 t {«ude 0 3 ), soit éludicx la fonction énergie 

potentielle E p (9) dont dérive / B (on a en effet ù - ---r-). 

a dw 

Déterminons E p [0) : E p (0) = £^(0 ; pesanteur] + E P {0 ; force d’inertie) = B P[ + i p 
or E r - + mgz(M) - -Hi^acos0 (origine prise en C) 

et dE^ = -SW^ s -mtü I HMdCM = 

soit E P = - =* E P = + sin&ÿ 1 . 

Ale total, E f = + sin0) 2 - m^rtcos& 

ou encore* en divisant par mro : — — = -co^S -^-^(1 + siu9) 2 
mga Ig 


soit : 


E 1 

— ~ = -cosB-*ll(ï + sin0) 2 
mga 2 




m 


Traçons la fonction r| — > j n (0) pour 0 G [Û ; 2je] : 
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Écrivons maimrnaiil la rondilion d'équilibre de la masse nr : 

+ ’ï + HJ “> -* 

rttni = 0 = + T + R N 4 R t 

( k T composante tangentielk de la force de contact). 

Soit, en projection : 

G - Ct -T t R x (avec R T > Ô) 

G = mgeosci - lï^ 
et, dans le cas de l'équilibre limite ; 

R t * / R n =s tanç - ft N . 

D'ou deux Cas selon que le mouvement s'amorce vers le bas ou vers le haut : 

» soit, à k limite du mouvement vers tes x positifs : 

( R T = -R.|. - bJ 

T = m'jtcosnt = m^sina- tamp - mgcoia fR^ - m^cosa) 
l'équilibre est donc rompu dès que : 

m é <111^1 - -^^(sïnti- tarnp cosdr) - tin<p K 

* soit à ta limite du mouvement vers les x négatifs : 

<RÎ*+VÎ) 

T * m'^ewa - ffl^sina + tarif m^coset 
rêquilibre est donc rompu dès que ; 

m*> ; t= m(tanüM- lamp). 

Finalement, les conditions lisant la possibilité d'équilibre sont données par ; 

_ m ' _ „ 

(an Ot- Eanep < — < tanft+ tan<p, 
m 

ÉvLdçin mer [ , si et < <p , b limite inférieure ne joue pas, ce qui t raduit le lait que k glis- 
sement vers les x positifs est alors impossible, 

On vérifie facilement que dans le cas où k frottement disparait {/= tarif -+Û), la 
condition d'équilibre devknt — - tarira, te qui correspond bien à ü = 0 d'après le 
résultat de la première question. 



3d| 
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Système couplé de deux masses 

Deux points matériels (masse idj) et (masse 
m 2 ) sont reliés, par un fil inextensible (longueur^) 
sans masse et parfaitement souple, La masse H t 
est assujettie 5 se déplacer sur l'axe vertical 0* et 
la masse Mj sur le plan horizontal Qxy h Le fil passe 
par un trou suffisamment fin situé au point 0 du 
plan Qjrjc. Toutes les Liaisons sont sans frottement. 

Dans l'état initial la masse % est en un point de 
cote z a (G < z 0 < 0 et sa vitesse est nulle, la 
masse rrf 2 est à la distance r 0 = f-z 0 . de 0 et 
possède une vitesse ort ho radiale de norme V a 
(V o >0), 

Le mouvement est repéré pour le point H t par sa cote z(t) et pour Mj par ses coor- 
données polaires rft) = 0M 2 et D(fj - (t£, CMjK 

t, a. Montrer qu'il existe une valeur critique V c de V a pour Laquelle le point reste fixe, 
b* Justifier que l'énergie mécanique E m du système des deux masses et m 2 est une 
constante du mouvement. Quelle est sa valeur ? 
e. Décrire et qui se passe qualitativement pour V ft < V £ puis pour V 0 > V ( . 

2, a. Donner les expressions reliant z(t> et fl(t) I r(f). 

b. Compte tenu des relations du 2. a., l'équation énergétique du 1* b. peut se mettre 
sous La forme : 

|<m 1 + + Ufz) - 0, 

«) Vérifier que l'on a U(z) ^ 

On donne l'alLure des courbes 1 = - -* U z (2> * Æil. pour différentes valeurs du 

1 j«.WÎ 

rapport ^ à m v m 2r i fixés (on note Z 0 = j ). 
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Exercice wj * 


Que représentent les tourbes (1), (2), {3) et (4) ? 

P) Donner les caractéristiques générales du mouvement et tracer l'allure de la trajec- 
toire suivie par Le point h ?r 

3. On donne maintenant la valeur V c (l +e) à la vitesse initiale V Qr où Jc| est sup- 
posé petit devant L'unité, On pose r * avec rç(£) « 1. Établir 

L'équation du mouvement en ïi(£) en fonction de e, du temps t et de la grandeur 



4, Comment sont modifiés Les résultats précédents si L'on supprime m l et q;ue ïùn 

-4 — f 

exerce au point N T une force verticale constante F, = f g • o, ? Que st passe-t-il pour 
h = «iis î 


ni Soiuiioji 


1. a. Lorsque M ( reste fixe, c’esl que Mj décrit un 
cercle de centre Û, de rayon r 0 et de vitesse (bien 
évidemment orthoradiale) V a s V t ( vitesse criti- 
que que Ton cherche à déterminer). 

— *■ 

La masse m, demeurant immobile, la tension T t du 
—* ■+ —* -+ 
fil équilibre le poids P ( - m t g soit: T, = -m,#. 

Le fil est idéal (inextensible, sans masse et infini- 
ment souple), les contacts en O et sur le plan 
s’effectuent sans frottement, on a donc : 



T c » T 2 d'où T 2 s nj|j. 


Enfin, le point M, décrivant une trajectoire circulaire pos- 
sède uiw accélération a ; telle que (coordonnées polaires) : 



«IV iV* -K 
■37 


Et d’après la toi fondamentale de la dynamique appliquée 
à M| (en projection sur le plan horizontal Ojc^) : 
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POINT COURS 

Le théorème de la puissance cinétique appliqué I un système matériel s’écrit 
dE t „ 

77 = 9 > » + ? i „- 

Si l’on considère comme système l'ensemble constitué par les points matériels M, 

— * 

ctMjhles forces de tension T, et T 3 sont intérieures au système {elles se transmet- 
tent id d’un point à l’autre par llntermédiaire du fil). Il faut donc s'intéresser à la 
puissance intérieure 3P iBt qu’elles développent. 


> Point méthode 

Il revient au meme d’appliquer le théorème de la puissance cinétique à chacun des 
points. 

Ainsi, pour le point matériel M, : 

dE -» —* dE 

-^poidsJ + T, V, ---^i + T r V 1+ 

E r représente l'énergie potentielle de pesanteur associée à la masse ht,, soit : 

E pi - -tti^gz (origine prise en z = Û ). 

PC meme, pour le point matériel Mj : 

dE*. -► -> 

= Tj V 2 (le poids ne travaille pas, pas plus que la réaction verticale -absence 
de frottements - du plan). 

Au total, avec £ c - E Ci + E Ci et E p = E p| : 

£<E c +E p )-T l -V l + T 1 .V 2 . 

Gr V = -T, i (Tt = -T \u t et - i v £ 3, 

De plus, en coordonnées polaires Vj - r t? r + r0 ïï^ 
et avec T 2 - -T a i? r il vient: T a - -T a r 

D T oùîï\ V^+T^ Vj = -T,i -Tj r. 

Or T, = T j (if 1-8.) et z+ r * l soit r = -i. 

On a donc : 

j/Ec + V - -T,i-T,(-î) - 0. 
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L'énergie mécanique du système, définie selon E m e E c +E C +E pa est bien une 


Soit Ê M (f) * l e * - m lg z* (2} 

i Ui Remarquons tout d’abord que le point matériel M, n’est horizontalement son- 

4 ^ 

mis Lfu 1 ! U force de tension T = -T» r du fil [pas de frottements ), Cette force est cen- 
trale {de centre 0), ainsi le mouvement plan de M> doit conserver son moment 
cinétique en O ; on a donc : 

(I) (2<0) p JnjÔM^A^ c nijrV^Bj. 

L'évolution du système doit donc respecter les constantes du mouvement {(2) et fJl> 
ainsi que La relation r(f) + z{ f) s | traduisant rincxtcnsibilité du fil. 

■ Soulignons maintenant que la vitesse V 4 (différente de VJ correspondrait, pour M 2 . 
à un mouvement circulaire de rayon r Q pour une valeur T., delà tension définie selon ; 

{Va} 2 , . , 
•^-'=T,=tT,,= ^ L > 

Ainsi pour V 0 < V ç , on aura < m t g et la masse ni t est tout d'abord entraînée vers 
le bas (m,g supérieure à la tension du fil) augmente et r diminue. 

Pour Vf, > V (1 le même raisonnement conduit à la situation inverse, 

■ On peut également définir la valeur r de r pour laquelle le système finirait par se sta- 

+ 

biliser en imaginant* par exemple, une force de frottement du type / = -Xr u f $ l exer- 
çant sur M 2 (Ccirç force conserve (31). 

Dés lors : 


~ m ïg avec /¥ # e r 0 V n , 


Soit finalement : 


On a donc / < r 0 pour V ft < V £ et r' > r„ pour > V É , 

■ Analyse qualitative : 

Le mouvement du système doit obéir aux lois de conservation r 


^flï,r 1 + iffi a f a + i»i 2 Vg-in l f r = E„ 
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* rcaS:V„<V f 

D’après ce qui précède, on peut conclure que dans un premier temps,, r diminue (et z 
croit), passe par la valeur r ' définie plus haut avec une vitesse r < Û non nulle* et finit; 
par atteindre une valeur r min < r ' (r - 0) sur laquelle 11 ne peut pas se stabiliser 
( r mi[t * r' ; de plus on a nécessairement > 0 puisque restant borne, rue peut pas 
tendre vers 0), Le système repart donc dans l'autre sens. On observera des oscillations 
non sinusoïdales de r(t) entre les valeurs r rtlî(l et r 0 (et dcM, entre i miI ■ I - r miR et 
h ■ r o )♦ ^ trajectoire de ressemblera à une « rosace * tangente intérieurement 


au cercle (O. rç*) et extérieurement au cerde (,Q. r mi( 


)(« 


Yî = r jÏ2) 

r ” r W 


'l*as:V li > V, 

Les conclusions restent les mêmes r(f) évoluant cette fois-ci de r 0 à r miï > (on a 
bien id /> r 0 ). 

Un Tel mouvement n’est entièrement possible que pour < 1. Déterminons alors 
la vitesse limite V, pour qu’il en soit ainsi : 

(2) entraîne avec r = 0 pour r s r ItUÏ - l (a * Û) : 


o + |m 3 v; 


Soit avec (3): JV e 


0 

^V| . 


|"*i v ï- |B rt*D (*n = *-ro) 


D'où; 


et 



m iÊ% 









V* _ V 1 2 1 

__:h] 

■t! 


Ainsi pour V e < V 0 < ¥,, Mj décrira une * rosace * s’inscrivant entre te* cercles de 
rayon r 0 «W 
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I 


s 

5 


2* b. a) L'équation traduisant la conservation de l'énergie s'écrit {cf. 2. a* ; r a —k fct 

Vg = ^) = 

1 ji 1 -, 1 E , rî 


l * t ul 
2 m l r + 


n,*(z-%n = o, 


D'où i (m , + )i 1 + j ^ ^ i v e0 “ 1 ! - 

On a bien |> =■ f-s) t 4 w J |i 2 + tj{a) - 0 avec: 


U<*) = ^ m ? VÎ - I J - m i g{z ~ =o) 


(5) 


c •. „ m \g r i> , rj r . r <> , 

Soit encore avec v l m — — — - et Z - - (et Z i: , = -j 5 



-La courbe (i) correspond à V 0 s Vj pour Eaquelle - 0. Ainsi, pour 
v o ^ f ¥ gJ V,), M( oscille entre les valeurs de > 0 et Zq (les valeurs de Z acces- 
sibles étaient définies par U{f) < Q et donc U](Z) < 0 )* 

- U courbe (3) est associée à V 5 = V 4 : une seule valeur possible pour Z (Z = Zg , 
c'est-à-dire n ■ %, et t » r rj } r 

- La courbe (2) représente une situation intermédiaire (V É < V 0 < V,). 


*2 r (üîVjCV, 

Alors lit] vmrïe entre les valeurs extrêmes Zç t tZ^ (Z® < Z^ < 1), 
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2. b. fJ) Les caractéristiques générales du mouvement ont été signalées au 1. c. 
On donne ci-après l’allure de la trajectoire du point Mj tracée à l’ordinateur : 



3. 

♦ Point méthode 

On pourrait reconsidérer l'équation énergétique (5) du mouvement dans le cadre 
des petits mouvements. Il est aussi simple de reprendre ta démons! rat ion k partir de 
la loi fondamentale de la dynamique appliquée successivement à M, et Mj : on 
aboutira directement à une équation différent telle du second ordre en r(l). 


On a ainsi : 


rcfjÇr-rfr) = -T et m, i = 

Éliminons T entre ces deux équations en tenant compte de ce que r + z = i 0 et donc 

Z - -T. 

(m, + ffljjr - Hîjrè 2 - “«î|^ 
or r J ê = rçV^d’où ré 2 = -2-jï- 
rn r 2 V 2 

Soit: (tfij + m,)r 0 = ~m i g (S) 

* Linéarisons celte équation (r reste voisin de r fl ) : r = r ü ( 1 +■ T|) où il <K 1 ; 

et -L = ■![! +q) _i # -^{1 -3q) (au premier ordre en T|). 
r r o r v 


(6} devient : 


.. «X 

(m 1 +m J ïr 0 n-'-— (l- 3 î|> = -m^g. 


Or Vf = : 


g 

V? 
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Soit fl - 


■ Si l’on fait F tt - rrj] g, les résultats relatifs à V <J V,^ = V t> z mi 
La valeur de O est elle modifiée selon : 


Q « 



sont inchangés. 


-; ; v Pendule double 

Un pendule double est constitué de deux masses mi 

ponctuelles rtij et rtîj placées aux extrémités et Mj, y 
d'une tige sans masse de Longueur f. 

Le point H, est assujetti à se déplacer sans frotte- 
ments sur L'axe horizontal x'x. 

Le pendule peut osciller Librement sous L'action de La 
pesanteur tout en restant dans un mime plan vertical contenant l'axe x'x* 

Le système est abandonné sans vitesse initiale dans un référentiel supposé gaü- 
Leen, 0 ayant une valeur 0,. 

1. Que peut- on dire du mouvement du centre de masse G du système ? 

2* Déterminer, par application du théorème de l'énergie cinétique, une intégrale pre- 
mière du mouvement en 8(f) . 

3* Donner la période des petites oscillations. On pourra poser tu b 
C ommenter Le résultat obtenu. 

■ Salutiofi 




1* Le mouvement du centre de masse G se déduit de 
Inapplication de la loi fondamentale de le dynamique 
appliquée à chacune des masses m t et 
Pour ttî| seule, on a, en notant R la réaction du sup- 
port x*m: 

— ^ 

(tV. j 4 ^ 

m> "dF = "»* +R + T 11) 

De mime pour nt, : 




m 2g + (-T) 


( 2 ) 
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(la tige étant supposée sans masse, les forces T cl -T sont bien portées par M ( M ; et 
sont de sens opposés). 

Éliminons T entre les deux équations : 

j»( #1 1 V , + jfliîj) = tm , -h m a ) | + R (3) 

Le glissement du point M, sur l’axe horizontal x'x s'effectuant sans frottement, la réac- 
lion R est normale à x'x (elle est de plus contenue dans, le plan vertical Oxy). Soit : 

■ï 

R = RÏ r 

(3) donne alors en projection sur Ox : +■ rrijV^) = Gt 

c’est-à-dire WjY^-mkjV^ = este = 0» les vitesses initiales étant unîtes. 


Or par définition du pol ni O, on a i (no , + itî-j) V c * w, V, + m 2 V 2 * 

Il vient alors V Cl - 0. 

Le centre de masse sc déplace sur la verticale passant par G ü = G(f ■= 0). On pourra 
donc étudier le mouvement dans le référentiel galiléen Qx> (O point fixe de x'x. Taxe 
Qy passant par G^)» 

2* Le théorème de la puissance cinétique appliqué au système des deux masses s'écrit : 


dt 


# + <S>- 

"eu ^ ’ T irH- 


w ^«(poidsï + ^ti). 

-5* 

Or - 0 (force perpendiculaire a u déplacement) ; 

_ dE. h 

^„ t {poids) = — avec E p = E p {m,)+ E p (ui 2 ) = 0+m^(m 2 ) 

(origine de l’énergie potentielle prise en ©}* 

-> ■+ 

Montrons que Les tensions T et -T fournissent une pu Ls- 
sance i^ irit globalement nulle. En effet : 

3^, = TV(M,)-TV(Mi) = T-[v<M,)-V(Mt)] 

■+ d M>M | ■+ -J * 

et T ■ — j ■ soit avec T = Tw ctM,M ; - + I& 



^ m , s T u ■ j. — J — jy j (distance M,M 2 constante égale à I) 

•* a i -i> 


on a donc finalement : 


dE, 

dl 


dEp 

" dr 
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Avec E p - 

Pour calculer l'énergie cinétique,, on écrira en notant (je, , 0) et (jfj , y 2 ) les coordon- 
nées des points M, et M 2 dans le référentiel Ox/ : 



Exprimons % en fonction de l'angle 9. 

On a : f m , GM , ■ m i GM 3 (propriété (lu cent rt de masse) 
} GM , + GM^ = 1 


Soit’ GM, = - 


-l = l , et GMj - 


5r»-t 


m { ; 4 Pti 2 fPt, + ft_ 

L« coordonnées des poirtti M, et Mj s’écrivent dans le repère Qxy : 

f, sinti 


- JcosG 


= -LsinG [xy - hi 

et MJ 

r, * o ’l» = -<« 

D'où en remplaçant : 

E c = [i rn,îf& z cos J #J+ ^rn 2 [f 2 0 z cos 1 Ô + i 1 Ü l sin 2 0 ] 


et, en utilisant les valeurs de 1 1 et U i 

c . I ( J è* 


2 (fh, + m 2 ) : 

■ 1 

2(m, + m 2 ) : 


^lm,rrfjcos 1 0 + nr,mjcos : 0 + + fn 2 } 2 sin î 0I 


+ m 2 )cos 2 Ô + + ?« J ) 1 sin î fl] 


i m 

E l = s -.,, 2 . [■rtt ] cos 2 9 y (Hi| » m 2 )sJrt J 9| 


2m, + rn 2 
1 m^Ff, 7 r Wj i 

E = i — LJ_iV 1 + — sin 2 0 . 

2 m, t-fflj L N*, J 

La conservation de l'énergie se traduit alors par l'équation ( 0(,r = 0) = 9 ei et 

0(1= 0) = 0): 

i m i m, j . * r nin _ n 

0 [^-ain^J-^Jco.e = -m#ko*%. 
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I 


Soi! meure : 


fl 2 £ï + sin 2 ej +■ || 1 + ^ jî( cosB c - cos A) = 0 (4) 

lisons 03 = J||f i + — l'équation dévient : 

è 2 Jî + ^ sin 2 0 j + 4fô 2 £sin 2 jJ^ - sin^y jj - 0 (5) 

Les valeurs permises de A doivent vérifier sliH^y j| > sin 2 ^ j ecqui impose l Ô | ** fl 0 . 
Le pendule double va osciller, de façon non sinusoïdale, entre les valeurs -fl Q et fl^, la 
vitesse s'annulant lorsque M > atteint Les positions d'altitude maximale (fl = ± B # : éner- 
gie potentielle maximale pour le système), les vitesses de M, et M> étant non milles 
quand fl passe par la valeur 0 (énergie potentielle minimale pour Itiyslème),.. 

3. Le mouvement est d'autant plus pioche d’un mouvement sinusoïdal que fl( f) reste 
suffisamment petit (il faut donc qu’il en soit de même de fyj). Cette approximation per- 
met de j*e conserver q ue les termes d’ordre deux (au plus) en 0 et 8 dans l’équation (5), 
ce qui donne : 

m, „ / rtti 5 x 

1 + — sin^fl = I + o(fl) — fl; 1 

*H I v Ifîj / 

sâü! = iei + oOT (n"*' 1 } 

D*ou ; fl" + - y ) # 0 ^ 

Cette dernière relation est l'équation énergétique d’un oscillateur harmonique non 
amorti et non forcé, de pulsation caractéristique a>- 
La période T’ des petites oscillations est alors : 


â 3 + £Û*(03-ûJ)*<J 


K'+ÿ 


m 


Commentaires 

r " J n 

' Puur rtt, -■& Htji un oblieitl T #T S a La masse M, fit alors quasiment fiat, et 

k système se réduit praiiquenwnt à un pendule simple de longueur iel donc de période T 0 
pour les petites impdtuda des mouvements. 

■ Pour m 2 » m„ omlli limite G-Mi et t -T# oü IÇ- x |t 
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ïts «pj£>g 




On j donc V - Voe'^IcosCOf + LsinCü/} que Ton identifie à V = V^ + iVj,, 
(V t = V 0 e _ ^ f eosWI 
1 v jk = V^-P* sinon 


V(D = fy 


Déterminons Vif): V(f) = Jv^ + V^ = V 0 e"^ ( 

i ^ est un temps caractéristique de décroissance du module de la vitesse. 

* POINT MÉTHODE 

feur déterminer V(/) h on peut également écrire te théorème de Ea puissance cinétique 

d Ejr 4 -* ~ï 

-r = (F + F,J- v. 
ai 

En remarquant que la force magnétique ne travaille pas car die est constamment 
perpendiculaire à la vitesse ; 


On a donc 


Soit encore ^ + fJV - 0 et Vu) - V (J e _ P É . 


dE, 

d7 

I dV’ 

-m—p- 

1 d; 


Ht * F ' v 


«v ! . 

+ av j = o. 


2, On introduit delà même façon la variable r - x+ 1 y pour déterminer x(r) etf(t). 

r m Vj + îV, - V * 

V 

r = î- 5 - ■ e-(P- i»! ( +■ constante, 

firo-pî 

V fl 

Or r(0) - 0, donc constante - s — — - 
&-IÙÏ 


V 

On obtient ainsi : r - - ^ 4 iia)(l -* e~P‘e ipar ). 

- p* + 

Puis en séparant partie réelle et partie imaginaire et en identifiant : 


?c(f) - 

pv„ 

V^’ 

1 fl'h Lrrs iVl f _ Ri a .l ie T|l| | 

P ï + ® 2 

+ p j + m 1 

\ tu il II 1 UJ J — piU^U-Fé 1 


ÜJV 0 

V B e-#' 


yit) = 



fGKtiSW 4 ^sincüf) 

^ + tü J 

P* + ta* 


Lorsque I —> <*■, l'électron finit par s'arrêter en un point C de coordonnées : 


Te 1 


fî 1 + M J 

toV, 

' + 
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Cette région de champ B est un secteur angu- 
laire de centre 0 et d'angle limité par tes 

demi-droites ÛM et ÛH. Le faisceau entre et 
sort normalement, aux limites de cette zone. 


du peint C d'impact des particules sur Taxe Qx< 

2. Le faisceau pénétre maintenant en H’ 

-+ 

dans la zone où règne Le champ B , Comment 
est modifiée La trajectoire des particules ? 

En considérant MM.' a 5y comme un infini- 
ment petit (e = ^ ^ « t ) montrer, 

QM R 

-i 

qu'a près avoir traversé La zone de champ B , 
le faisceau passe par un point fixe (au 

ftLT 

second Oîdre près en -j 
Que peot-on conclure ïe La valeur des coordonnées de ce point 1 
Comment ptuî-on espérer réaliser expérimentalement la configuration décrite au 1, ? 

5. Le faisceau pénétrant en Mi dans la région de champ B est maintenant composé 
de deux sortes de particules (m , q) et (m'j q) de même charge q et de masses légè- 
rement différentes : 

m' = m + ôm avec — ' - r\ « 1. 


« y 

C 

0 

(Ç>0) 

yi * / x 

M 
y j, 

® B 

Q ^ 

iq> 0) 

, r 

X. Jf 

B 

I X. 
w 

Ml ® fi 



Déterminer - au premier ordre en i\ - L'écart CC = 5x des impacts sur l'ixe Ûx des 
deux sortes de particules. Application l’- 
on négligera le poids des particules. 


ail, de fsmt bavoir 

♦ Charge (g, m) en mouvement dans un champ magnétique uniforme. 

- Accélération d'une particule chargée sous une différence de potentiel donnée. 

Ml. Ce cfu*]] fsuit doMpreft^fre 

1. Dans un champ magnétique uniforme, Les particules chargées ont une trajectoire 
circulaire ; Les conditions imposées au faisceau permettent de situer le centre de 9a tra- 
jectoire. Le problème est alors géométriquement simple. 

■+ 

2. £n changeant le point d'entrée M du faisceau dans le champ H , on change la posi- 
tion du centre du cercle décrit : le faisceau ne sort plus perpendiculairement à la fron- 
tière de la zone de champ. 
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3* Dam k cas d'une modification de La masse des particules, le rayon des trajectoires 
est modifié {ce qui déplace aussi le centre*».) : il faudra adapter à ce cas, la méthode de 
calcul utilisée à la question précédente. 

1, Sur la partie MN de lia trajectoire des particules, la seule force agissante est ta force 

— ^ -j ■+ 

magnétique / ns = qy a B. 


m 


Point cours 


Cette force* perpendiculaire à la vitesse, ne travaille pas t l’énergie cinétique de b 
particule se conserve* ainsi que la norme r, de sa vitesse. 

+ -> — > 4 

Déplue la force est perpendiculaire à B. Eu notant B - EJ h. et v * v L + Vj f u z on 
a : + 

fm - H* a BHj = a Bw z . 


■ f m est dans k plan xOy avec pour module. 

La vitesse V w «t constante, cl v L aussi. 


■ / m 1 vi : I "accélération est normale, et le mouvement est circulaire uniforme, de 
rayon R tel que : 



soit! R 


mv^ 

w 


La force en M est / m (M) = et la vitesse 

-i, ■+ 

initiale v 9 est perpendiculaire à B. 

La particule décrit donc, dans le secteur où régne k 
champ B, un arc de cercle de centre O puisque* 
d'après k texte, on a v (M) _L OM et 1 ON . 

Ainsi OM = ON = R = (2) 

Le point G» impact des particules sur Qüe, a pour 

. . „ ON R 

abscisse : OC = x a = — — = — — =* *■ - 

“î (=?) 



JR _ rft ïv* 

S njïv 


Enfin, les particules ayant été accélérées sous ta différence de potentiel U, k théorème 
de l'énergie cinétique donne Immédiatement : 


; = ,u «rit v, = ^ 
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rFùù, en reportant : 


, „ f 

m 2J2Ü 

x a 3 ç 

? Jl ■ & 


( 3 ) 


2 . Ix rayon R du tende décrit pan Se faisceau n'est pas modifié : le cenrre O' de ce cercle 
est donc décalé : 

OO' " MM' = 5v » e 
cl le faisceau ne rcworl plus normalement à ON de 

4 

la zone de champ B ; il émergé en N', et a ensuite 
une trajectoire rectiligne orthogonale à CFN'. 

* Déterminons le point N f , 

Dans le triangle OO'N' on a : 

ON' 1 = 00'* + ON' 2 -200' O'N'cosfl. 

Or 00' = e 1, Q'N' = R 
#ôït:ON' 2 = R^+l^Ecosfl] et 
I 

ON' = R[ 1 ^eeûift+E*] 5 - 

lï 

Au premier ordre en E, on peut confondre fl et - dans 

l'expression précédente (la différence entre fl et * est 
du premier ordre en e et inlrodu irait donc un ternie 
d'ordre deux r ..J. 

Snil avec cosfl » cw| ■ | ON' # R^l -|J (4) 

D'où les coordonnées x* et / du point N' (toujours au premier ordre en ë) : 

J j- - -i r F > tt 

x * ON sin - 


'OM = 

.Fi 

O' 

eR 

O 

/ * 






y / ■' 

X-x. 


M 




-QN'cos j 


■••tK'-î) 

■-K-S) 


(S) 


* Au-delà de N", la trajectoire est rectiligne (lï ^ 6 ) et orthogonale à la droite O'N', 
Soit en notant C' le point d'impact, d'abscisse x^ m sur j'axe Ox : 

soit G'N r NX' = 0 =>■ (x f - Q){Xû -x') + (/ -£R)(0 -y') s Q. 

D‘où: x^ s x' + 

Remplaçant les grandeurs x' et y' par leurs valeurs (cf. (5)), et ne gardant que des ter- 
mes du premier ordre en £, il vient : 
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Soit: 



Les termes en E disparaissent de sorte que : 


S 


d’où ■ X n (] + d(ë)). 

Au second ordre prés en £, les points C‘ et C sont donc confondus. Si le point d'entrée 

■4 

M du faisceau dans la ïonç de champ B est décalé d'un infiniment petit du premier 
ordre* la position du point: d'impact C sur l'axe Ox ne varie qu'au second ordre : il y a 
focalisation en C du faisceau émergent. 

L a focalisation au point C montre comment on peut expérimentalement réaliser la 
condition QM =■ R = -J- Si l'on déplace progressivement le point M d'entrée du 
faisceau dans le champ magnétique* l'abscisse du point C varie au second ordre par 
/ MÏvPd 

rapport à E | e = rc J démontrer ^ on a vérifié ici qu'elle ne dépendait pas de é au 
premier ordre] :1e bon réglage de la position du faisceau correspondra alors à la valeur 
extrémak de xL 


3. Les particules ayant des masses différentes* 
les trajectoires dans le champ B ont des rayons 

différents K - — et 

„ m'v n mu K m \ 

R ■ I + — = RU + n) 

qB fjB\. m) u 

les particules de masse m suivent le trajet MWC 
(étudié au U) ; quant aux particules de masse 
m'* elles décrivent Tare de ce rdc MN \ de cen- 
tre Q n avec 0,M = R' = R(l+T[) soit 
00, = V|R. 

On peut alors reprendre les calculs faits au 2. t 

on; 1 ^ oo; + o,n; î -2oo, OjN^ose 

or OO, s t[R et O ,Nf s R(L + T|) 
d'oùîQNf 2 - q^Rï + Rï(| +q) 2 ^2t(R 2 (l + qïçosfi 

Ne gardant que des termes du premier ordre en Tl* et remplaçant B par ™ (if 1.) : 

ONf # R 2 ( 1 + 2tiï- 2 R J n| * R J 0 + 11 ). 

Soit on; #nfi4^V 
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Exercice 5*s * 


D'où tes coordonnées du point au premier ordre en J\, (cf 5. e — 1 -ïi ) : 

Au-delà, la trajectoire est rectiligne perpendiculaire à O, N j\ et recoupe Ûjcen C[(x$ ), 
Le même calcul que celui effectué au 2. conduit à (00, - T|R) ; 

*S = - nR)‘ 

Soit au prem ier ordre en q : jÇ - Js [- + *}-!*] 

Zk 73 


„ Zk 73 t\R(, V) Zk 3R Sqk 

- = T-^T^ + y "tTïT^^ 


71 


Finalement 


* 2R r 


t-n+ofti)] 


73 +75 475 

H = %t 1 + Tl + 


L'écart 5.t des impacts Cf ( x£ ) et Ci ^ J sur l’axe Oc est alors 1 

Bjc s - % 


Sj ’ ,jt °' 1 1 (*■§) 


Ce dispositif constitue un spirographe de qui peu! permettre de mettre en 

évidence la présence d'isotopes ; on a dans ce cas — =» i (M î nombre de masse). 

tt 1 M 

* Pour une utilisation en spectrographe de masse, $i on peut mesurer des écarts 

— = 5 ■ 10 J , on aura comme limite de résolution : 

*0 

?ÏÏÎ . I « t1-510- J soit M * 200. 

m M 

Remarquons que ton a intérêt, pour augmenter x a , à ut Iliser des tensions accélératrices 
élevées, ci un champ magnétique pas trop grand-,. 


^Stabilisation par champ magnétique 

Une particule chargée [masse m, charge g < 0) est soumise à un champ électrosta- 
tique extérieur associé au potentiel V(jt ,y r z) tel que : 

V(j t,y,z) = 

0 est une longueur et V 0 un potentiel ( >0). 

1. Montrer que La position tep:* 0 correspond à une position d*Éqtiilibre, Cet 

équilibre est-il stable ? 
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1 s'agit Là d'un système de Cramer en x è et paramétré par p. 


On obtient (x 0 , y$) * (Û.Û) pour 


^P 

-Wçp (P 2 - «£) 


Les valeurs dep (dans C] sotil donc solutions de l'équation ; 

(p î -û^) f -Mü^pî = Ü=? 

Notons pf et p| les racines correspondantes; Elles vérifient : 
pfpf = m£> 0 et p\+p\ s 

De plus, à = (M t J - 2tD^> 2 -lQ) fl * 5= w* ™ 4oû^iflj = a^(eaf-4oiJ). 

D‘où î 

* pour A < 0, il vient p| = a+ip et pj = a - ip et par conséquent ; 

pj st tîa' + ip^) et p 3 ss ±(et' ~îp') ;les solutions en e f ® 4 ® lf = e° f e ±! ^ < avec 

a > G divergeraient ce qui entraînerait l'instabilité. 


p 4 + (ü>| - f + caj = ü 


* Pour A > ü, les racines en p 1 sont réelles et négatives puisque A > 0 assure égale- 


ment p* +pî <0 (pfpj > 0 nous indiquant que les racines réelles sont de même 
signe). Dans ce cas, on a donc p, s ± in, et p 3 a ± ia 2 ce qui correspond à des 
solutions sinusoïdales, donc bornées. 

Pour assurer la stabilité de l'équilibre x = y * z * 0* il faut donc que l'on ait A > 0, 
c’est-à-dire û>* > 4mjj, ce qui donne : 


kr¥* 

»H) 


£î) 


N> 


Commentaires 

I 

I * Le sens de B n ne modifie est rien h conclusion (changer z eu -i et x en y n'affecte pas b 
nature physique du problème). Ou écrira donc la condition {Z) sous la forme : 

2 

H) 

* En présence du champ magnétique, on a toujours Ei ni - Ë c + £ f = este ( La. force magné- 
tique f m = ij* a li ne travaille pas). Ainsi hicn que Se point O corresponde,, pour le plan 

xO/»i un maximum d "énergie potentielle { EJx, y y z a D) * — *(-x 2 + y 2 }, et q < 0 ), la 
-* 

force supplémentaire stabilise la charge q : dans ce cas, un maximum d'énergie poten- 

tielle n'est donc pas nécessairement associé à une position d'équilibre instable... J 

3. L’équation du mouvement dans '34 s’écrit : 

+ j. -* + n -► . ,, 

ma — r + - „ ' xu £ + qv a B q h_ (3 J 
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an arapjsaxg 


Le plus -simple, pour passer dans le référentiel non galiléen sft' en rotation uniforme 
par rapport à 3t, est d'exprimer F accélération a et 9a vitesse r (grandeurs définie* 
dans üft) en fonction de* grandeurs correspondantes dans S'. Ainsi or a ; 

4 | iT* * -Q 2 ?' (Ù = este et 7' ■ x r + /hl,) 

ci = ci ■+ a f + a t . avec l -i 

[a É = 20w, a v r 


L 1 équation (3) devient, en projection sur Ox*y r ' s j : 

^ y - ^^r' + © e i^ a(** + QÎ£a^ ? ) +fl 2 ^-2ÛB^ a î' (4) 
dr 

lî s’agit maintenant de supprimer les termes en v\ ce qui est réalisé si on impose la 
relation 20 = (d, b 


d £ 7' f , torw. cn;_* ,+ 

On obtient alors ï - = IftHo + ^fr t-ru^f^A r ). 
dr v 4 / 2 


Le double produit vectoriel a pour valeur - d’où : 




diî ' ' 



La particule restera confinée dans un voisinage de O (point d 'équilibre h dans Ü' 
comme <la ris il, si ! équation précédente (S) se réduit à celle d'un oscillateur harmoni- 
que», ce qui nécessite : 

, tu 1 

- ’j < 0 =* |ft\.| > lb\. 

On retrouve bien la condition établie au 2, b. 


@ Optique électronique 

Des électrons (masse rrr, charge -e) sont émis, avec une vitesse nêgligeabLé, par un# 
source maintenue au potentiel zéro. Cette source est située du côté des / négatifs. 
Ils pénétrent dans un domaine D dans lequel des électrodes assurent la rëpartitiar 
suivante du potentiel ; 

l< 0 : (V(x,y, z) *■ Vj ■ constante) > 0. 
z> û : (V(x,y, z) = ^ constante) (¥ t > V,). 
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tons La zone intermédiaire (0 2 ^ 0 ) 1* potentiel varie continûment entre Les 

valeurs V,[z = 0) et V z (z = a) : V(x,y, z) = f(z) avec /(O) = V, et f(a) - V z , 


1, Un électron arrive sur le plan z = 0 avec une vitesse faisant un angle i' t avec 
: (u j, = i r L'électron ressort en z - g avec une vitesse vJ faisant un angle 

i a avec : (ü^, vJ) s i a . Déterminer La relation liant V lr V ÎF i t , * Commenter* 


2. Les Équipotenrielles sont maintenant des calottes sphériques concentriques tfaxe Qz. 
On a V * Vj pour r - et V = V ? pour r = R z . V(r) variant continûment de 
Vi A Vj pour Rj < r <r R,, 


a* Reprendre l'étude précédente pour un électron 
ayant uns vitesse ^ contenue dans un plan méridien, 

b. Les électrons sont émis d’un point A de l'axe Oz 
situé è gauche de $ t+ Le dispositif est aménagé 
pour que 'leurs trajectoires soient assimilables à des 
droites en deçà du dioptre Û T ainsi qu'au -delà du 
dioptre D î+ On suppose que la relation établie au 
2, a. reste toujours valable. 



Un électron émis de A recoupe l'are des z (à droite 

de Dj) en un point A'. En supposant que S^g <sc R t et R,. et que les vitesses prises 
en compte sont faiblement inclinées sur L'are, montrer que L'on a : 


i-# = c 

où C est un# constante que l'on déterminera en 
fonction tte Vj, et de SO - R - Rj - R gL 



I \ 
S ^ S| ™ Sj 


I Sô]uli<sji 


1. L’électron part de la source avec une vitesse négligeable (on la prendra nulle), Sou- 
mis au champ électrostatique* 11 possède une vitesse v (M ) quand il atteint un point 
de l’espace de potentiel V(M) et une énergie potentielle E p s çV s - eV. 

La conservation de l'énergie mécanique de l'électron s’écrit alors : 

- 0 — 0 


{au point d’émission on a r-0 et V = O ). 

1V , pïv 


Quand il atteint le plan z s 0, sa vitesse est y, et V = V x ; v\ 



m 
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Exercice * 


De même, un aura en a = 



( 2 ) 


■ Étudions maintenant k passade z = 0 — ïz — û i 
1’clcctron est soumis h la force électrostatique 

t t J dVW dV^ , . 

h s {-e)l | ra s - e— (puisque le poten- 

tiel V( M ) ru dépend, dans cette région, que de *X 
Là loi fondamentale de La dynamique s'écrit : 


dv | 
m— = F = 
àt 


v & * este 
Vy ~ este. 


x 


Ainsi k composante ^,0) de U vitesse, 

perpendiculaire à tkste O z est conservée. 

OfîH = l'îinî. 


D'où : v , si ni, » v 2 sin ij . 

Soit en utilisant les relations ( I ) ft {2) î 


yv^sîni, a JVtf inr ; 


m 



Commentaire 


* U résultat I rouvé au L skpparente à la relation de Pescart» en optique géométrique (pas- 
sage à travers on « dioptre * plan d'un milieu, d'indice a, proportionnel à Jv^ à un milieu 
d'indice «t proportionnel à Jv] (même constante de proportionnalité)) ; 

ht, ïin j, a pr : 5 im, _ 


Z- a* Les arguments précédents tur la conservation de l’énergie restent valables. On a 



Cette fois-ci. Le potentiel ne dépend que de r(r - OM) et le champ qui en résulte est 
donc radial : 

¥ ^ ¥{r) et I = -grâdV{r) *= 

■+ ■* fjv^ 

Il en est de même de k force électrostatique F - -eE = e— ü r , 


L'électron est donc soumis à une force centrale dans la zone Rj< r< R,, son 
moment cinétique se conserve et le mouvement est plan (si la vitesse v ] passait par O 
k mouvement serait rectiligne). Un électron se déplaçant initialement dans un plan 
méridien y restera. Traduisons k conservation du moment cinétique en O : 


370 
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= OM|Am,^ = -ffiR|V,sini,i; 

i _i + 

O,? = QMjAW^j =■ -fflR^VjSjni^. 

Le passage [r = A,] — * [r * Rj] se traduit 
donc par la relation : 

RjVj smr, s RjVjsinij . 

Soit encore: 



Ri^/v^mhi, s R^sini, 


(4) 


Z. b. Considérons, à l’approximation envisagée, que les points S, et S 2 sont pratique' 
ment confondus (S, # Sj) = S et les angles i i c i 2 suffisamment petits pour que l'on 
puisse assimiler la tangente et le sinus d'un angle à son argument (tant # sini # a). 



Dès lors : ü> * -= , G # =■ et G' # (posons fi - HM ). 

HO AH HA' 

À lapprox imal km considérée, on a également : 

R, # S|0 # SjO ■= R avec OH = R.co$üj. 

On a donc S,0 = HO au second ordre prés en ti | costü # I - !y j. 

19 est donc possible, dans une approximation au ]" ordre (M voisin de S, et S 2 ) de con- 
fondre les points H et S d’oü : 

to#= G f A et 0' * =L- 

SO AS SA' 


La relation (4) s'écrit en confondant R, et Rj i # „/V^ 2 . 
Or: r. * 0 + «>a Sfi + i'l et k » <ù-Q' * sfi-il 

\m soJ ■ \$o sa'^ 

D'où : 4 =) = JvtL - =\ 

Vas so' vso sav 


Ccst-â-diic : 


•M ^ = 

SA' SA SO 


{5), 


soir : 


C = 


&ZÆ. 

SO 


Chapitre 5 - Mécanique 2 ^71 


Exercice su 





at sïs »piax3 


On pourrait montrer que ce système est l’équivalent en optique d'un dioptrie sphérique 

n JV 

de centre O et de sommet £ séparant des milieux d’indice n, et h ; tels que — * ■ 

Lcdioptrc est convergent pour V Æ > y i . Ainsi, pour A i rejeté à l’infini *, le point À' 
sc confondant alors avec le foyer f\ la formule de conjugaison précédente (5) donne ; 

sr 



Lentille magnétique 


Des électrons de masse m et de charge (e > 0> sont émis à partir du point 0 

— ?■ —j. 

de l'axe Ou avec des vitesses de même module V„ (V 0 - > O), Ils sont soumis â un 

c h a m p ma gnêti que u niforme B = B 0 u^ , On note a l'angle entre l'axe Oz et la vitesse 
V.io- 

Montrer que pour des angles «suffisamment petits, les électrons convergent, pour la 
première fois, en un point C de Taxe Oz dont on déterminera la cote z c en fonction 
des grandeurs m, e, B 4 et V 

2. On suppose maintenant que les électrons, de vitesse de norme fixée % sont soumis à 
l'action d'un champ magnétique de révolution par rapport à l'axe z'Oz de composantes ; 

e,(r,z) ~ fil); b f {r,z) - 6 e - 0 

(r, 9 , Z) représentent les coordonnées Cylindriques d'axe O z. 

Un électron est ainsi repéré par ses coordonnées r(f), 0(f) et z(f). 

(Ce champ est par exemple celui créé, sur son axe Oz, par une bobine de centre 0.) 


a. Montrer que l'on a r 2 9 = + este ' ori P p t n| d ra P? r I 3 sorte este ■ O* 

b, On considère déformais les trajectoires peu. inclinées sur l'axe Oz r et on pose 
rft) s pfj(É)j, Montrer que ta fonction p(z) vérifie l'équation : 


ÉiE+fîüiifî 

^ 7+ 4mVj 


p = 


aà 
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m Sri aopisg 


Le mouvement en projection dans le plan Ûxy est 
circulaire» de rayon 11 tel que : 


mVj 

R 


= eV. B n 


V* 

R 


egy 


Ce cercle esi donc décrit avec une pulsation 

„ eB * 3 . r 2 n 

G) s - — et une duree Y * — 
rrr (O 


La particule recoupera pour la première fois l’asc 
des z au bout d 'un temps (*T, soit en un point 
Ciel quel 





Pour a infiniment petit du premier ordre, on a casa =p 1 et : 


2jC^fV 0 

eB g 

Ainsi, à cette apprend mai Ion, les électrons passant par le point O» avec une vitesse V fl 
peu inclinée sur l’axe, convergent au même point C de cet axe. 


2. L'électron est soumis à la force = -tV a (B^ + B z JJ r )r 

La vitesse garde donc une norme constante | v| = Vg, Appliquons la loi (ondanveiv 
taie de la dynamique : 

-+ 7 * 

rmi s j m . 



r B r 


-* 



L = -* 

rfl a 0 

= -t 


z B t 



zV,-rB z ^ 
-*B, «, 


Ët d'après le cours, et - a r tt f + tf fl w e + ü,u 1 avec : 


a r = r - rè i i a x =■ ï. 

Doù le système d'équations : 

m{r -ré 1 } s -erùb x (1} 

{ 2 } 

mz ■ e réBj (3) 
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« 


, .dp, dp 2 , 

i>oü. <1 = + 

I! vient alors X = C(V et p = Ofl/, l« grandeurs îfc/ et \x' s'exprimant en fonction 
dpi dp* 

* ?.<*»>• PiU*)> « -&<**>■ 

Soi! PU) » a(J.'p 1 (i) + jl'p J (r>]. (7) 

Ainsi* si La i rajeetoine de run de ces électrons (issus de A) recoupe ruxeOtm un point A / , 
c'est-à-dire si Ton a P(æ a ) = 0, il en sera de màtie pour iou$ tes autres électrons {dans 
le cidre d es approximations envisagées ; fi faible). En effet, la condition p{* A ) ■ 0 est 
réalisée pour + |t'p 2 (* A 0 - 0 indépendamment de la vafcitr - petite - de et. 

Les points A et A' sont dits conjugués, 

Z, C, et) D aprqs les hypothèses de l'énoncé* 
on peut considérer que les trajectoires des 
particules sont assimilables à des droites 
pour |z] >|. Un tel électron pénétre dans 

b zone d'interaction avec une vitesse V„ 
incliné de « sur l 'axe Oc de telle sorte que : 

dp 
dz 

De même* après interaction : 


P 

■f 

V 


Js 

aT^_ 

A 

0 

A 7 "" 


) * = { OA » d ). 
h AO 


^1 w — — [sur la figure A’O<0 rt AÔ > 0 ). 
èz) r a 'O 

On a considéré que la distance à l'axe r(r) ne variait pour ainsi dire pas Ion de la tra- 
versée de la Mme d’interaction très étroite. 

Intégrons alors l’équation (6) par rapport à z : 

jï £8 * . pb^ 

L4 d± J ' 

î v o 1 

Soit encore en faisant p = dans la deuxième intégrale : 

li.'v àz/t 4m i V J ° J -! 

Mais le champ R étant négligeable au-deLà de la tnne |a| ^ ^ * on peut étendre l'inté- 
grale de -» à 4« n d’où ; == - =s # rJ - — - \ f B*dz. 

A'O AO V — 
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Soit après simplification par r fi : =^-= = (61. 

OA' OA OF' / 

Avec i # — - — - [ Bjda 

/ Wvj j - 

La relation (3) s’identifie à la formule de conjugaison des lentilles minces. 

Le système proposé correspond, pour les charges, à une lentille magnétique conver- 
gente (/* défini positif]. 

2. c. p) Un calcul immédiat donne : 



Appliattitm numérique \ f - 10 cm- 
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Thermodynamique 

A * Hydrostatique et gaz parfait 
B * Bilans d'énergie 
C - Bilans d'énergie et d'entropie 
O * Corps pur diphasé 
E - Machines thermiques 


Ml, Ce faut 

Pans les deux cas, il fout exprimer le fait que la pression varie verticalement dans un 
fluide en équilibre | y- = - pj? \ et qu'elle garde la même valeur en deux points d'un 

même fluide situés à la même altitude (P s P{z) seulement à l'intérieur d'une zone 
de fluide homogène K 

Lorsque la pression varie, les niveaux d'équilibre des différents liquides sont modifiés» 
y compris dans la cuve (A), les variations de ce$ niveaux étant liées par la conservation 
du volume de chacun des liquides (que L'on suppose bien sûr Incompressibles : leurs 
masses volumiques sont données comme constantes). 

■3* Solution 


I. a, Considérons un fluide incompressible de masse volumique p 0 soumis au seul 
champ de pesanteur g = ~S u i- La loi de l'hydrostatique s'écrit ; 

-grSp + ftt? “ ». 

Par protection sur Oa t il vient : 

~Tz + ) = 0 P<*) = csie-p a $i t 




Considérons que les niveaux correspondent à des hauteurs (exprimées en mètre). 
Dans le premier état, {P - P fl ) la pression en A vaut et d'après la toi de l'hydrata* 
tique, on a ; P A = < P* - P 6 ) + (P, - P c ) + P c 

or P A -P B - PJ<N, -K fl ): P s -P c = MtfNi-N,) el p c - 0 énoncé). 
D’oui P Q = p^N, - N p ) + pf(K 2 - N,) (!) 

quand la pression extérieure passe à P fl + AP, tes niveaux varient respectivement de 
ANpANsCtAN^AN, >0 AN* > 0 et AN Ô < 0 pour AP>0) + 

On a ainsi : 

P<>+ AP - p|(N 3 +ANj-N 0 -AN fl > + M^N 2 + AN a -K 1 -àK l ) {2) 
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Et en faisant la différence (2) - (1) : 

AP = p^AN.-ANûï + jl^AN^AN,), 
il reste à traduire la conservation du volume : 

-du mercure, soit : S , A N , * - S 0 AN 0 ( AN 0 < 0 pour AN, > fi ) 

-de ta glycérine» soit SjANg - $,ANj. 

Eliminons AN, et AN^ct Faisons ANj = AN : 




or AK = pf AH £ AH - variai [on de pression exprimée en hauteu* de mercure!. 


D'oîi 


AN 

J 


AH 

s * + S J + Mf ; 

S*ï 


*; + s; + pl l 

V 


1 » II. Avçç les valeurs fournies, l 'application numérique donne ; 

AN 


AH 


= 7 T 79, 


La variation de niveau est notablement plus importante que la variation AH de hau- 
teur de la colonne de mercure d'un tube barométrique « ordinaire * : la sensibilité du 
baromètre a élé augmentée. 

En effet, avec un tube barométrique ordinaire, on aurait : 


H = H a + AK - Ha + Jf^l + |j| 


et» en prenant i s Sji — = 1X595 #1 

d'uLt jt# AH pour un tube barométrique ordinaire. 
Par contre : AN = 7J9AH * 7,8 ■ * ; 

. AN 


en sensibilité dû m di spos i tif adopté. . 

2 . a* 


N* .. 


H* 


tï- 


Ë 


1 *:.. 
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L'équilibre hydrostatique se traduit dans le premier cas par : 

P* 3 ÏV avec P A - P c + P^| et = Po + PjJ&j- 
Soit pj h t = pjlij f3) 

Puis pour le nouvel équilibre : 

p a ■ ?a' avec î\ = P 0 + AP + p,^ et P v - Pû + p|^| ■ 
Soit AP = (pjAj -pjAJ 1 ï (4) 

Traduisons maintenant la conservation des volumes des deux fluides : 


xs c (^4 )S^»A, -Af = I 

« = m -«-èjjSsÿ'Aj -h 2 = xf | +■ 1 j 


< 5 ) 


(3) et (4) donnent alors t AP = (pj(Aj -ffj)-p, {k\ -A,)]f 
Soir avec ( 3) : AP = \ p 2 [ 1 + f ) " P i [ l ” §)]s x - 


D'où 


JT _ I 

[(Pj-Piï+|(Pa + Pi>]ï 


2. Il Application numérique : - 4 h 47 LO-" 1 m - PlaT* 

or 

soit gp =» 0,45 mm Pa~ r , œ qui correspond à une sensibilité élevée. 

Pour s'en convaincre, on peut comparer à ce que donnerait un manomètre constitué 
d un simple tube en U rempli d'un Liquide de masse volumique p = -(p, + p^)? 

P = P[t + 6P = P 0 4 2x'pg 


soit : 

x_ m 1 m 1 

SP “ 2pjr " ^Pi + Pj) 

d’où, en comparant X* î 


— : = = 0,00 

X $ 1 Pj ~ Pi 

S Pi + P, 

ce qui montre bien l'amélioration de la sensibilité... 



A 
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(jfjM Cône au fond d'un récipient 

Un cône de hauteur h et die base circulaire de 
rayon R repose sur le fond d'un rédigent conte- 
nant de l'eau sut une hauteur H, La pression 
extérieure «t supposée uniforme et égale i P 0 . 

La masse volumique de l'eau est p t . 

On cherche à déterminer la résultante F p des 
efforts de pression s'exerçant sur la Surface laté- 
rale du en ne. 

1. Déterminer La force Fp en utilisant La notion de poussée d'Archimède. On envisa- 
gera deux cas et on tracera La courbe donnant 

F P = |Fj| en fonction de X - 

On fera Les approximations nécessaires, tenant compte d'une masse volumique de 
l'eau à peu prés 1 COÛ fois supérieure à celle de l'air. 

On pourra exprimer tous les résultats en fonction des grandeurs : F 0 *= JtR 2 P fl et 
F, - p p rjV où V désigne le volume du cône (v ■ 

2* Retrouver les résultats précédents en effectuant un calcul direct de F^ r Commenter, 

ü i. cfe savoir 

* Loi de l'hydrostatique. 

■ Passée d'Archimède, 



Ml. <?e ^Vîl faut doMprgfttfre 

1. Pour appliquer correctement le théorème d'Archimède, il est nécessaire que te 
solide soit entièrement entouré de fluidc(s), Il en est ainsi n l'on imagine le cène main- 
tenu en position par rapport au niveau haut de]'«u et que l'on abaisse le niveau ba$. 

La poussée d'Archimède comprend alors la résultante F' des efforts de pression 
qui s'exercent alors sur la surface de base du cône, et qu'il faudra donc retrancher pour 
obtenir F p . 

2, ]| suffit de se rappeler que la force élémentaire s'exerçant sur un élément de surface 

61 est donnée pstr TexpreSsion : = -PÏÎ^L. 

On intégrera sur toute la surface latérale du cène, et on tiendra 
compte des symétries du système. 



3â4) 
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<3- Solution 


1, La résultante des forces de pression s'exerçant 
Sur la surface latérale n'est pas modifiée si Ton 
décale le fond du récipient vers le bas tout en 
maintenant lise le cône. Dans celle configura- 
tion., la résultante des efforts de pression sur la 
surface totalej^u cône s'identifie à la poussée 
d'Archimède P A . 

Nous avons donc : P* A = f p + ? (I) avec = -m 9 ^ iivlKit g 

où F*' est associée aux efforts de pression qui s* exercent sur la base du cène. 11 vient : 
? - [P 0 + p É *H]iïRïî (2} 
dP 

En effet, la foi de l'hydrostatique s'écrit ici : - - p t g - Q 

dP 

soit avec p = p f = cale => — ■ - p t g a este. 

Et après intégration : P(r) = P(HJ - p t j?(n- H} = - p c g{i - H J. 

Fourz - 0 , nous obtenons donc P - P Q +p c jH, 

(L) et (2) donnent : fJ = ï^-lcR^Pj + p^H)^. O) 

Il reste k déterminer la poussée d'Archimède dans la configuration précisée ci-dessus. 
Elle est égale et opposée au poids des fluides déplacés. Deux cas sont donc à envisager ; 
a) H 5» A, le cène est entouré d'eau de telle sorte que: P^ = - p ç Vg - p f V^iït (4) 

(1) O < B < fi, le cène n'est que partiellement 
immergé dans Peau ce qui donne : 

?! = -Ip.v.+wv-vj]/ 

V,, désigne le volume « baigné * par l'air. 

Il faut alors remarquer que la masse volumique de 
l’eau «t bien supérieure k Celle de l'air ^ - I0 3 j n ce qui permet d'adopter le cadre 
d 'hypothèses suivant : 

Hl - La pression dans Pair est uniforme et vaut P D , 

Ü2 - La contribution de la poussée d'Archimède due à Pair est négligée ce qui impose : 
P^-p^V-V,)* {5) 

En toute rigueur, il faudrait que l'on ait p f (V - V ( ) » V a i OÊpendarttj pour V É = V N 
ona - -p a Vg - grandeur qui est effectivement négligeable dans la 

mesure où Pou a fait l'hypothèse H \ t qui revient à ne pas tenir compte de la chute de près 
sion surla hauteur du cône... 
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Calculons V et V, : V = -nR^fi 

V a s R JJ fe* et tan a = | « |j 



d'où V - ^nR a ftfxl avec A' ■ fi -H ^ {■*• """ ' 

î KhJ R ■ 

™' v « ■ v f 1 ïT 

À celte approximation. nous obtenons donc : ï\ # p^vj^l - | l 
Mous pouvons maintenant donner l'expression de la force : 

t f = p t VgZ - icR^Pfl + 

D'où : F*, = |- *R l P, - PrfV^ - l)k. 

Et WC Itü nolalians, du texte F p - xl^P^ F, = p^V: 

K - (S ) 

Dans Ce cas, la pression varie linéairement en fonction de H en tout point de la surface 
latérale du cône, il en est donc de même de la force F p : 

p) HSJ, ; F* P - prfVri-fl-Pyiî-llIlHPo+PrfH)?,. 


Et flVK Itü notations, du texte F p s JlR^P^ F, = p^V: 

F*, - ! 


% = p rf v[l - 

' . HV1-» 

-kRHP, 

+ p 

=> L t 

r^H , t. 

hVi 1 


F p - “| Ffl. + F, 

[f-’n 1 

-îjlj 

U. 



On a F,<«) = F 0 ; F<1) ■ F,+ 2F,. 

* Reinanjutuu enfin que le solide reposera (sans intervention extérieure) sur le fond du 
récipient que si son poids est supérieur à 11 poussée d'Archimède, soit potu ; 

Mj > p É (V - VJ pour K < fi 
Mjj > p^V pour K>fi. 
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2. On a: 

La répartition dé$ efforts de pression possède la Symétrie 
de révolution autour de Taxe A; du cône, de telle sorte que 
b résultante de ces efforts est colinéaire à soit t 

fj - <PÎ- u,)u, = ■ «^ïj^ = -F r l^. 

Notons que n ■ v t * sînra. 

Pour calculer &E, considérons la portion de la surface du 
cône située entre les plans de cotesacl z + éz ; nous avons : 
SX ■ 2rcrdi s avec dlcosa ■ dz- 

f(g\ 

Déplus, tan a ■ (origine prise au sommet A du cône) 


zi 



soit 6E = -itïatanft-^- et n • i^SE s -2ttztan J ftdi. 
cosa r 


D’où 


. f tt 

fp = -2Jîtan 3 aJ P{z)zàz 


(S) 


Envisageons alors les deux cas de figure selon que le cône est complètement immergé 
ou non dans l’eau : 
a) H ^ h : 

P(î) = P ü + p E g(H -Il - z) puisque la pression doit augmenter lorsque (-a) croît. 

I .‘intégrale (8) S^éCrit alors : 

F p = -Zn tan 3 a J ^ I P 0 + p t g( H -h- z) J zéz 

oc qui donne : 

Fp = -Zff tan'a^ ■ j + p t g { H - fi ) - - p t $' y J. 

Soit avec tanot ™ ^ (et donc R - fr tance ) : F p = JtR 2 P g + rcR ^ - h + ^ j. 
Finalement, nous obtenons avec V = ^ï[R 2 fr: 


F r = nR‘P 0 +p,fV 


P) H^ft: 

Rappelons que h' - Ji-H, d’où ; 

P = P(p pour — (h - H) ** 

P = Pd + P ( £i H - fr - 2 ) pour -fr *£ z*£ -(fr - H). 
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L'intégrale devient ici ; 

r 0 

F p = -2ntin J ajJ [P 0 + p t j(H - ^-5)21?] + j P^d? \ 

Fp a -autant |fP 0 + P,gtH - - y]... 

Soit encore : 

F, = - 2 wlaiv I «|-P 0 y-o t ï(h-H» J [î-i]-p, î [y + |(H-«i)]| 


Fp — itR-j 

*MÏ-Ï] 

\ +P'i 


)■ 

Finalement 

F, - rsR J P 0 + p,«v| 

l 

+ 

îhI 

* J 

> 


Ces résultats, établis par un calcul direct sous forme d'intégrale, sont bien sur identi 
ques à ceux obtenus à partir d'un bilan de forces utilisant Le théorème «T Archimède, 

I POINT JVïÊTMOM 

La première méthode semble do nc préférable 5 La seconde. 

Encore faut-il s’assurer que Fort peut utiliser la notion de poussée d'Archimède 
(L'état de référence devant correspondre à un état d'équilibre hydrostatique...). 


^ Ballons ascensionnels 

1. Montgolfière ï on considère une enveloppe de volume constant V fl , remplie d'air 
(supposé gaz parfait] â La température V. Ce ballon «t ouvert â sa partie inférieure, 
de façon â rester constamment en équilibre uniquement de pression avec l'air exté- 
rieur (dont La température est T), On note La masse totale de L'enveloppe, du dis- 
positif de chauffage, de la nacelle et des passagers. 

a. Exprimer La relation Liant T' notamment â T et P pour que te ballon soit en équi- 
libre du point de vue mécanique, â ta pression ambiante P. 

b. (4ppfiicfjtior? numérique : V 0 - 1 200 m 3 ; M 0 = 400 kg ; g - 9,8 m s _î ; 

Pi - P fl - 10 5 Pa ; T t = 290 K (valeurs de T et P au sol). Masse volumique de 
L'air dans les conditions normales (P fl et T 0 - 273. K) ! = 1,3 kg ■ m -3 . 

Montrer que le ballon décolle si T' est supérieure â une température limite Tj que 
L'on calculera. 
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c. Pour quelle valeur Tj de T' le ballon serai Ml en équilibre I Altitude de 200 m ? 
On posera T| - T( + AT 1 ' et or cherchera à déterminer AT' sachant qu r à cette alti- 
tude, la température est T, - 289 K. Commenter. 

2* Ballen-sende : dans ce cas, l'enveloppe du ballon (souple et ouverte à la partie 
inférieure) a un volume maximal V* - l 200 m 3 , et ne contient initialement, au 
moment du décollage, qu'un volume V 0 d'hélium, aux conditions de température et 
de pression de l'air environnant [valeurs T 3 - 290 K et *> P p - 1Q 5 Pa au 
niveau du sol), la masse de l'enveloppe et du matériel employé est M c * 25ü kg, 

On donne : R - 8,31 J mol -1 - K- 1 ; g - 9,81 m - s -2 ; masses molaires de L'air et 
de L'hélium : 29 et 4 g mal -1 , 

a, Quelle masse minimale d'hélium faut-il introduire dans l'enveloppe pour que Le bal- 
lon décolle 7 Quel est le volume V 0 correspondant 7 

h, te ballon a été rempli, au sol avec un volume d'hélium V* - 300 m 3 . 

Quelle est La force ascensionnelle au départ ? 

Comment évolue cette force avec l'altitude ? 

Quelle peut être la loi du mouvement ascendant du ballon 7 
c. Déterminer La relation liant Les valeurs T et P de La température et de la pression 
de l'air â. L'altitude oü le ballon est en équilibre, Donner la valeur du plafond H atteint 
par le ballon dans l'hypothèse d'une atmosphère isotherme. Commenter. 

11. de ^1*11 faut s&voir 

* Poussée d'Archimède. 

* Loi des gw parfaits, 

4 Loi de l'hydrostatique, 


il 1 . Ce faut doMjbFeJi^rg 

1» *. Le ballon est soumis à son poids et à la poussée d'Archimède : il est important de 
bien préciser le système, et le volume qu'il occupe; k poids sera donc celui du 

* matériel * [masse M 0 ), el Celui de l'air chaud contenu dans le ballon {masse w'), 

b. Four de petites variât ions d 'altitude» température et pression de l'air atmosphérique 
varient peu : on pourra utiliser une relation approchée pour cakukr la variation de 
pression. 

2. Dans le cas du ballon-sonde, les forces en présence sont les mêmes, nui$ on a alors 
intérêt à limiter le système au matériel et à l'hélium emporté, de volume total pratique- 
ment égal à celui de l'hélium. Enfin, lorsque l'altitude varie : 

* de nouvelles forces peuvent apparaître ; 

4 les conditions de température et de pression changent, et le volume occupé par 
l'hélium change ; si ce volume atteint la valeur V m , de l'hélium s'échappe du ballon. . . 
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Ü3, SolMÏioh 

1. Si Prenons commue système le billion, ses accessoires et son contenu : il est soumis 
aux forets de pesanteur ti à b poussée d'Archimède P A ,«oft une force ascensionnelle : 
/ = P A «(M* + m% (1) 

en notant m* la niasse de Pair à la température T - contenu dans le ballon. 

La poussée d'Archimède P A est égale au poids du volume V d'air -à la température 
T - dort le ballon occupe la place : on peut raisonnablement prendre V s V fl (ce qui 
revient â négliger devant V & 9e volume occupé par le matériel et Les passagers. , , ), 

Exprimons P A : P A = p^V^g, 

Et d'après la fol des gaz parfaits, PV = nRÏ = ^ RT (M ~ masse molaire de l’atr). 
Or p„- ^=»p A - avec Pc = ^ (ç( inoïKé). 

D’oô P- " P.jT ( J W « Pa = P » V ^F 0 'T' 

Pour déterminer la masse m' d'air contenue dons le ballon, il suffit d’utiliser (2) en y 
remplaçant T par T' (air chauffé}. D’où : 

. . . P T, 

m - f> s 

La Force de propulsion ( I ) s'écrit dors : 

( 3 ) 

Le ballon est en équilibre à l'altitude considérée (air ambiant à la pression F et à la tem- 
pérature T) pour une température T ' de l’air du ballon telle que /(T') = 0. 


Commentaire 


I Gda suppose l’flustejice de frottements Huictes (du type f * -&V } de telle sorte que la 
vitesse de montée s'annule en même tempe que la force.. . J 

I _ I ] M, P, 

^ ' r ' t t„p,v„ p 

i. b. Le ballon décollera si l'on a f> 0 pour V = P„ et T = T, = 290 K. Cela sup- 
pose donc, d'après (3} : 

I t M fi 

- (5) 


T" > T|" avec d’après (4) : =r -sr- 


D'où 


TJ T, T* P{> V 0 
T 


T, 


T, M 0 


399 K (398.6 K). 
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C> Le ballon est en équilibre à l'altitude de z - 200 ra pour une température T \ 
telle que ; 

1 = 1 (6) 

r 2 irw.p, J 

1] reste à déterminer la pression Pj de l'air ambiant. Écrivons la loi de l'hydrostatique : 

dP n . ^ rt P T o 

T=~ Pî ou P = P»ô-T t 


dr - ™ k - 

T variant peu (T {au sol) = T, = 290 K ; T(i » 2Ü0 m) ■ T 2 
les variations tic p sur une dliïértiuï d’altitude de 200- nt, d'où : 

IdP U x 273x9,81 

Pdz " P<lÿ P-T' 


2fi9 K ), on négligera 


--I0^îir [ 


P tt T 10 s x 290 

La pression varie donc également très peu sur le même intervalle. 

Posons Pj 

T 

Soit AF # - ■ Soustrayons alors les reliât ions (5) et (fi }, If vient : 

T| 


P g + AP. Nous ferons ^approximation ; ^ - 


Ta Pj 


I J_ 

TpfT 


l_ J_ 
T s T> 


3 M, 

"ToP.VJ 


r n 


soit avec T = T j + AT' et AT « T! =* =i- - =^r » 

T| T 2 t ; 2 

De même T 2 - Tj + AT et | AT| « T, =$ =j- - J- = — 

r i h Tj 

a 1 [^ + w. prfi T^J 




L’apphcatfon numérique donne AT = 3 ,7 K avec (AT =-l K). 

Commentaîre 

| I j tsnpÂïtUK T d'équilibre st une fonction varbhlÿ de î, Un faïhle ^haufïf- 

nient de Pair emprisonné dans Je ballon suffira à faire varier notablement l'altitude du ballon . ] 

2* a* Comme précédemment. 9e bilan des forces s'exerçant sur le système 
(enveloppe + hélium + matériel) fait apparaître une force * motrice » résultante : 

/- Pa-hW-M^ 

La poussée d'Archimède correspond ici à : 

M.i f F* 

P A = PlWf»£ V 0 awc Pltfi} * Ufp 
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m aopioxg 


Or l'hélium contenu dans le ballon est dans les mêmes conditions de température (T,) 
et de pression (P, = P 0 ) que l’air extérieur, soit : 

m h ,f 0 

ffl He = Pu f £ £t Pu« _ "" j£Ÿ 

, , M jir 

Finalement : / = 



Commentaire 


le rapport = ci rrprfuntc la dcnsili du gaz Hillarn par rapjmrt 1 [air. 
M lir 

Le décodage n’est possible que pour /> (h c’est-à-dire : 

» *«,>*■* 


J 


M. 


Ce qui correspond à un volume V^telque; 

r«n, tWu-Rt, 


Phc 




soit Vfl = 141 ra J , 


2, b. Il suffit d’exprimer /en fonction du volume d’hélium introduit dans l’enveloppe. 
{ W. iif .^Mh^Pii, 


Y ^ Jlr I i m 1 „ 

W _1 J RT, ‘"“"J* 


m 


L’application numérique donne/ - 601 N. 

Sous l'effet de celle force* le ballon va monter, ce qui entraine une diminution de la 
pression (et de la température*..). Mais / ne dépend que de la masse d’hélium intro- 
duite au départ : tant que celle-ci reste constante, la force reste constante. 

Cependant, il serait tout à fait abusif d’en déduire que le ballon va avoir un mouvement 
uniformément accéléré ! En effet, lorsqu’il y a mouvement, apparaît une force supplé- 
mentaire, duc au frottement de l'air sur l 'enveloppe, fonce qui croît avec la vitesse. En 
pratique, le ballon va s’élever à la vitesse limite pour laquelle la force de frottement est 

2. C, Le mouvement précédent - pratiquement uniforme - va durer tant que reste 
constante, c'est-à-dire tant que Y H(1 < V M (l’hélium n’occupe pas tout le volume du 
ballon). 

À partit du moment oit V Hc atteint la valeur V^, la masse d’hélium peut diminuer (de 
l'hélium s’échappe par l'ouverture à la partie inférieure) et la force/ également; Se 
mouvement ascendant se ralentit, et if ballon atteint son altitude d’équilibre pour 
/ = 0* avec V = V m : 






)— V 

*> RT T 


>a]ï ; 


Partie t - Physique KPSI 


Copyrighted material 





on a remplacé dans (7) P Q par P>T, par T El V Q par V ffl . 


Sait 


p M,R 

T"(M jir -M ILe )V m 


( 8 ) 


P 

Application numérique : - = 69,25 Pa - K~' + 

p 

On peut comparer celte valeur à la valeur au sol : ~ # 345 Pa - 

T| 

p 

et remarquer que - diminue régulièrement avec L'altitude (ks variations de pression 
l'emportent largement sur les variations de température,. , 

Si I on Fait l’hypothèse d’une atmosphère isotherme entre le sol et 1 3 ait i t ude atteinte par 
le ballon sonde, soit T(z) = T,, on peut alors déterminer la pression F(z) en fonc- 
tion de l'altitude i et en déduire le plafond K. 

Revenant à. la loi locale de l'hydrostatique» nous avons : 


4P 


P T 0 


dz J ~ Pmï = Poî P„ T, 

d'où -dP=-^ï £ dî- 
P P 4 Tj 

Et après une simple intégration 3 IraiT - - où a - u J = 8,33 km. 

K o PflTj a p^t a 

P 

Le plafond ^commentaire du I.l) (z * H) est obtenu pour - - 69,25 soit : 


H = -aln^W5 - 13,4 km. 


Comméra (Ve 


L’hypothèse de L'atmosphère isotherme n'est certainement pas très réaliste dans le casetivisagé ,^ j 


Effusion par un trou 

1* De L'hélium est enfermé dans un récipient de volume V - J L maintenu i Û ^C. La 
pression initiale est P fl « l TîtmHq. 

À l’extérieur du récipient, c'est te vide absolu. Sachant que la paroi est percée d'un 
petit trou d'aire s - 1 établir l’expression de la pression P dans Le rêdpent en 
fonction du temps. Au bout de combien de temps, la pression aura-t-elle diminué de 
moitié 7 


^93 
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Exercice &o* * 


2. Au Lieu de sertir dans le wtte F les sternes passent du récipient (1) à un récipient 
(2) de volume V identique au précèdent. Les deux récipients sont séparés par une 
paroi diatherme percée d J un petit trou de même surface que précédemment 
À La date t - 0 r le récipient (1) contient de l'hélium sous pression P 0 ; I autre est vide. 
L'ensemble est maintenu â O *t. 

Etablir la loi donnant la pression P 2 dans le deuxième récipient en fonction du temps. 
P 

Calculer la date à Laquelle P 3 - -£■ 

l'hélium est un gaz mono atomique de masse molaire M - 4 g mol" 1 . Le trou est 
assez petit pour considérer que le gaz reste au repos. On considère que tous Les atomes 

IerT 

ont une vitesse égale à la vitesse quadratique u = i 1 ^® s vitesses ne sont orien- 
tées que selon ± » ±u y , ±u r . La répartition dans ces six directions est isotrope» 

On donne la constante des gaa parfaits R - 8,31 0 ■ K -1 ■ mol -1 . 

il 1 , Ce cpl’j] savoir 

■ Vitesse quadratique moyenne d’un gaz parfait monoatomique. 

* Loi dès gaz parfaits. 


<?. Ce ^u ] i] fayii riomj&refi<ire 

1. Il faut déterminer le nombre d'atomes qui s'échappent par unité de temps, puis 
relier ce nombre à la variation de pression, 

2. Il y u a la fois passage des atomes de l — * 2 et de 2 — » I, 


1 Soîulioji 


i« - Soit u la vitesse quadratique moyenne des atomes d'hélium. 
L'hélium étant un gai mOnOalOmiquC : 



■ I j répartition des vitesses étant isotrope, - des atomes a une vitesse orientée selon u x 



* Les atomes sortant par le trou d'aire? pendant la durée élé- 
mentaire dr sont contenus dans le cylindre de volume 
dv = jwdr, 


■ Lu densité atomique étant r-> le nombre V d'atomes pré- 
sents dans le récipient diminue pendant le temps dr de 


dH * - 


judfN 

6V 
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Soit en notant T « “J" 


0): 

dN = N 

d i T 


et en tenant compte des conditions initiales {N = N £( if= 0) : 

f 

N ^ N<^\ 

Par ailleurs, d'après la loi des gaz parfaits : 

NRT 

P = — > Jf a étant le nombre d'Avogadro. 


IC vient donc 
P - y pom 


r, - tlnî 


Application numérique : 


•* 'r^M "' 2 f2) ' 


t, ■ 37 juurs- 


2. Il faut maintenant tenir compte du passage des atomes de 1 vers I et de Leur passage 
de 2 -* 1 tout en conservant Le nombre d'atomes : 

Nj = Nj +Nj (3) 

dN, N, Nj 

On a -gj- » - — + —f H) connue précédemment avec T = T car V et T sont iden- 
tiques pour les 2 récipients. 

dN t 

HT 

dN f 2N a ^ Ng 
dit T T 

d’oLi N; = -^[l-e T J en tenant compte des conditions initiales 
N 3 RT N<jRT f 


«p, ülLîf 

! Jf, V 2Jf,vl J 




p ï = j pour i r = | Lui, 


Appliciiffan numérrjjue : 


^f 1/2 ■ lfi.5 jours. 
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Exercice » 


Cloche renversée 

On renverse une cloche cylindrique de section s, de hauteur h et de masse m, et on 
la laisse descendre verticalement dans une cuve à eau. La cloche s'enfonce dans L'eau 
en emprisonnant l'air qu'elle contenait et occupant initialement son volume intérieur. 
À l'équilibre La cloche flotte, la pression atmosphérique 
vaut P<> et U masse volumique de l'eau est p. L'épaisseur 
des parois de la cloche est supposée négligeable. 

1. Déterminer tes hauteurs jr et y repérant Les surfaces 
libres de l'eau par rapport aux bords de la cloche. 

2. a» À quelle condition - sur le volume V 0 ■ As de 
la cloche - celle-ci peut-elle effectivement flotter ? 
k Retrouver le résultat précèdent en utilisant le théorème d'Archimède, 



Solution 

1, L'air emprisonné dans la cloche est comprimé par l’eau 
qui y pénétre. Notons P sa pression. 

[/équilibre mécanique de U cloche s'écrit alors : 

Ps = P 0 s + mg (1) 

E^our déterminer la pression P. on supposera l'équilibre * 
thermique al teint, et on assimilera l'air 4 un gaz partait, 
soit en notant n n lc nombre de moles d*air «mprisnnnêes- 

P <f V 0 = P ■ {Vç-sy) = rt 0 RT {21 
Pli minons P entre les relations (1) et (2) ; 

Soit avec Vÿ = sAt 


La valeur de x s'en déduit en évaluant de deux Façons différentes la pression en A : 
on a d’une part i P A = P+ p gy 
et d'autre part : E-\ = P B ■ P 0 + py.t . 
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V, V, 

P' = P - + p L- 

v. + v, 'V.. + V, 


{1} 


La masse d'air 6 m p pompée après un aller et retour correspond à : 
_ MV I( 

dm p - m(P)-*tr{P ) = — 


firrr., 


MV ^Vi-P.V, 
1 KT V 0 + V 2 


(2) 


On atteint la pression limite pour P ? = P s P f „ d’ou : 

V, 




-+P E 


V. 

P* ±± P — 
* f f v 


( 3 ) 


Çommcntûire 


\ Ou aurait également pu écrire que la limite étant atteinte, on a nécessairement 6 j« e , = 0 
pour V -¥ ( ce qui redonne bien 3e même résultat. J 

Application numérique : si Von tient compte de V*» Vj et V,» V, 

ÔF = F-P#^(P e V,-PV ; ) - P ç (-^v^ ) *- -P ç 6P — 100 Pa 
Srrij, = =* Sm p = 1,15 g 

V 

P, = P t ^ => P e * 10 J Pa. 

2. a. Avant le nième aller et retour, la pression dans le réservoir est P,_ 

Après, elle devient P H . La relation définissant P n à partir de P n . t est la même que celle 
établie au 1. entre Y et P (faire P — > P„_ j et Y —V P„) h soit : 


13 suffit de noter P b * P ( (pression de Pair dans le réservoir avant le début du pompage). 
Les différentes pressions successives dans le réservoir forment une suite { P IM ) , Sachant 
que cette pression doit tendre vers P (n posons : P^ = P a “ Pf . 

D-où: r,*fi * -!fe, t + Kmt > + V ,-£- 


soit encore 


_ v p r -Sfi- (p m pii\ 

+ * v & +v/"-‘ v b + v z v 0 +y 2 l P ' *vj- 

0 

La suite (P^ } constitue donc une suite géométrique et : 

p; - p« (ÿTv )" avK p * ■ p»- p f - p.-pf 

/ Vn, V» 1 

( 3 ) 


Finalement, nous obtenons : 
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Emoce tai 


Z , b* La pression dans le réservoir vaut ; 


P“ P E 

à 

<9* 0 

P=P( 

à 

H = At 

— 

Il 

V 

à 

*■ = nAt 


, / V„ \Nr. 

Ottadonc P. = P ff„) - Pi + CP.-Pf^^—J - 

Soft encore: Pftji - P f 4 {P c - P f )tMp|-N/ n liv| J j| 

Vj , ( Va Vj ^ / NV, \ 

or — 1 « I =& ln^l + “ J * ^rrOtqi» donne : PftJ # P* + (P, - P,)«p[- 

]! apparaît un temps caractéristique i d'évolution de la pression i 


Le temps «si très grand devant la durée Àf de chaque « cvde > puisque : 

On peut alors considérer que la pression P dans le réservoir évolue de fa^on quasi con- 
tinue selon la loi ; 


!><(> = P, 


2 . t* On a établi au 1. que : 

5p .p„.,,,.p^_ i)+ p^.!^ 

*rriM y 'i,- y ‘] * (-rD v 'v^[v- v 'H- 

Ainsi» on d e V,)- Ï3- 10-’. 

La quantité ôP étant très faible devant P, on peut confondre la dérivée de P(r) avec le 
tausdaeeroissemenl — i ce qui donne: 

dP 6P — N — p v.-PV-) Ar s - 

dr A t Vjj+Vj 1 * 1 l} N 

dP NV, M 

D'où l'équation di fférentielle : = 4 J- P - — P ( V, , 

uf V 0 + V z V |j + V j 

] V fi 4 V , V & V, dp 

Soit avec « P t ■ P«v! : - P.- 
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Exendce «î 


tV'Jv V* 

d’od: w, . « w } = -p^.v^n— 


Soit 


W, = -P.^v 


HW 


* 4 e phaSC E 

L'air est relu le té à pression constante P ft 
d'où : W 4 = -P r (V, - V*) 
soit W 4 = -P c V t + P^V* 
avec P t V* a* P w *. , V î 


w 4 - -P Ç V, + p, t } v 2 


P„v- 

1 T- 




Le travail total qu’il aura fallu fournir est ; g t ^ 

n + 1 ) = W l + W 2 + Wj + W, 

W T (»-*" + >) - P.V, |n(L j + (P< v 0 ^ P.V, ) 

-P^.V^^j + P^V^P.V, 
awK.de plus: P. , ,< V„ + V,> . P.V,*P,V, (4) 

Ce qui peut encore t’écrire tout la forme suivante l 
W T (n -*n+n = f? e V, -(P^ + P^Jlbif^ 

+ tCP.V ( + P a V l >-P B+1 V 1 ]lo(^+[P 11+l V^P < V 1 ] 
or auprès (4) ; P fl v 0 + P r V 1; - p s + = P # , , 1 v fl 
« P,*|V 3 -P e V ( - v^-p^,)* 


D'où : 


W r U - 


■ 1 ) - 


-P,V 0 ln(^] + F„ . , V„ln(^)- V D (P, + I - P, 


Calculons maintenant le travail nécessaire pour atteindre la pression limite P f dans le 
réservoir : 


W, 


soit avec P fl . = P* t W T r 
Finalement 


! - -V,X(P„ , - P J + xrv,,p.,,ln(^) - V.P.lnfëj 

a a * *'■ 

V„(P f -P,) + v»{p f In(^)- p t i»(jr) j • 


Wf '-V,fP ( -P,) + V ll P,| n ^J 


Application numérique :W' - -I ■ f I0 :l - 10^ + I j l(i 1 ln| =* W' s 94kJL 
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3. Bilans d'énergie 


Équilibre mécanique - Équilibre thermique 

Un cylindre, â parois thermiquement isolantes est séparé en deux compartiments par 
un piston initialement bloqué. Ce piston est faiblement conducteur de L'énergie ther- 
mique et de capacité thermique négligeable. Dans l'état initial Le compartiment de 
gauche contient fij moles d'uri gaz pariait dans les conditions P 1# V v T 3 et le compar- 
timent de droite contient n ? moles du même gaz parfait dans Les conditions P* V 2 , T t . 

1* On Libère Le piston,, et L'équilibre mécanique s'établit rapidement entre les deux 
compartiments, avant réalisation de l'équilibre thermique. Calculer la pression P. 

2 * Montrer qu'eus uîte l'équilibre thermique s'établit à pression constante. Calai 1er ta 
température I d'équilibre. Quelle température d'équilibre aurait-on obtenu si le pis* 
ton était resté bloqué dans sa position initiale ? 

3. Comment sont modifiés les résultats précédents lorsque les deux gaz parfaits ne 
sont plus de même atomicité f 

:bi. £e ^u a i] faut s&voiv 

■ Premier principe, 

- Énergie interne d'un gaz parfait. 


fl. gg faut gûmprefoJre 

1. Le système constitué des deux gaz et du piston est isolé de l'extérieur. L'état de 
départ est un état hors équilibre et le système tin ira par tendre vers un état d'équilibre 
correspondant nécessairement â : 

- l'égalité des pressions (piston mobile] : Pj = P> = P; 

“l é^ilédestempéralurtstpistortaiiducteiir de l'énergie thermique} î TJ = Tj * T, 
La conduction thermique du piston étant faible, on peut considérer que P équilibre méca- 
nique se fera avant l'équilibre thermique. On supposera donc qhaprés une l w phase, les 
pressions s’ égalisent dans les deux compartiments sans pour autant que les températures 
des gaz soient identiques. Dans une 2* phase, k système évoluera pour atteindre également 
l'équilibre lhermiq ne tout en maintenant des pressions égales de part et d'autre du piston. 

2. A la fin de LaJ 1 * phase, on a Pj - P j ■ P (pression calculée au 1*)„ 

Le système maintient ensuite P j - P j. Cette valeur commune reste en lait constante 
car on s'est placé dans un cas particulier : même gaz parfait dans chaque compartiment 
(c'est-à-dire même capacité thermique à volume constant, . . ). 

3. La nouvelle pression commune P obtenue à la fin de la I" phase évoluera en fonc- 
tion des volumes Vf et Vj et donc des températures Tj et Tj jusqu'à une valeur 
finale l* { correspondant à la température T,- associée à l'équilibre thermique final. 
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Sy SâîutieJi 


1* Considérons le système correspondant au contenu du cylindre {ga* dans les deu* 
compartiments plus piston). Appliquons-lui le premier principe entre Fétot initial et 
UH état intermédiaire pour lequel les températures sont Tf et Tj et 1’équilibit méca- 
nique réalisé {soit P,' = P J = P }. On supposera que l’on peut négliger l'énergie ciné* 
tique du piston ainsi que les variations éventuelles de son énergie interne (piston de 
capacité thermique négligeable . - h 

On a donc: AU ■ AU(gaz ©)+ AU(.gaz ©} = W + Q. 

Qf te système évülue à volume total constant et W ■ 0, 

D’autre part, les parois du cylindre sont adiabatiques : Q ® 0. 

Ou u donc t AU{giz @}+ AUlgai©) = 0 + û - fi 0) 

La variation d'énergie interne de n moles d'un gaz parfait s'écrit en introduisant la 
capacité thermique Q. à volume constant : dU s nC v dT. 

El en prenant constante : AU = nC^T -T) (2) 


Soit ici d’iptès (I) et(2): » ,C V| (TJ -T,) + - T a ) * 0 (3) 


On a le meme gaz parfait dans les deux compartiments, d'où avec C„ « C^î 

(4) 


n^T.'-TJ + njCT^-T,) a ê 


Cette relation entre T[ et T a reste valable, dans le cadre des hypothèses précisées plus 
haut, meme si l’équilibre mécanique n'est pas atteint. 


L énonce suppose maintenant que l'équilibre mécanique s'est établi (P, = P a = P) 
avec des températures des gaz différentes (T,'#T0. La loi des pz parfaits donne alors 
pour les deux compartiments : 

PV; = fi,RT; (avec PjV, « n,RT, ) 

pv; ■ fljRTj (avec PjVj = HjRTj ). 

Put plus, la conservation du volume total s' écrit ; Vj + V* = Vj + V 2 , 

Soit |[« l Tf+,i î Tj] - V,+Vj (S) 


Et avec (4) qui s'écrit n^Tl + ra a T a =■ n,T| + n a T 2 ■ 
(5) devient 1 . £iMMl = y ( + v a . 


Finalement 


P|V, + Pj V 2 


(6) 


2» À partir du moment où il y a égalité des pressions de part et d’autre, le système ayant 
atteint fàplifete mécanique (égalité des pressions) va également tendre vêts l’équilibre 
thermique (égalité des températures). La relation définissant P est indépendante de T, et 
Tj. fl en résulte que l'évolution vers l’équilibre thermique s'effectuera à pression cons- 
tante (égale à P calculée au 1»), les volumes évoluant en même temps que les températures ; 


y \ 

Tj 


R 

*ip 


- constante 


VJ 

% 


h 2 ~ = constante. 
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te fiui donne, pour te travail W cherché : 

t, dv a rV' fti ' l 'T^ P,v: 

W * -f p.vf ~ = -P, Vf = -!—k 

J v, 1 1 V e1 1 1 L— et + 1 Jv. et - 1 

et en tenant compte de P ,V^ = PjV“ : 


r i v î ~ r i Y i 


* D .aulre part, d'après le premier principe appliqué au gaz ; AU - Q + W. 
D’oCt QsâU^W |2} 

" Pour un gaz parfait AU - mC v AT = ^^-AT cl A(PV) = «RAT, 

Donc AU = «HL 

r-t 

On a donc pour la transformation considérée : 

Muh 


PjVj-P.V, 

AU - -- * J {4) 


Y- I 


Puis d'après (2) et avec (1) : 

Q = <p *Vi-p,v 1 )(— i-j 1-j.) 


Q - if T ^i i j (p » Va - P|V|) 


(5) 


Soit le rapport - 


Q Œ a-y 
W y- I 


2. a, La transformation est adiabatique si Q = 0, c’esi -à-dire pou ri 


a = y 


Dans ce cas, on a PVf - constante, une relation connue sous le nom de loi de Laplace r 


Commentaires 


♦ Cieltr transforma lion est aussi une Iseut jupiq uc, puisque la fonction entropie du gaz par- 
lait peut s’écrire : 

S(P.V) - Su+nCJnf^-^} 

Lp.vJJ 

Ce résultat est logique, car ici, le caractère quasi sialique E P„, = P fluidp ) garantit la réversi* 
bilité mécanique pour le fluide {rd le gaz parfait) cl la question de la réversibilité thermique 
ne se pose pas, puisqu'il a y a pas de transfert crénelle iliernûque. 

-Ces transformations polytropiques sont souvent prises oomme h modèle » pour représen- 
ter des transformai ions quasi staliques « pas tout à fait adiabatiques ». 


Chapitre B 


- Thermodynamique 


& 


material 


Exercice eiz 






Évolution d'un gaz réel 


1. Qn considère- un gai non parfait d'équation d'état, pour une mole ; 

(P + ^tV-i) = KT 

équation de Van derWaalsdans Laquelle B = B,3l J mol- 1 ■ K- ] est La constante des 
gai parfaits, et a et b deux constantes caractéristiques du gaz, 
la fonction énergie interne est donnée, pour une mole, par : 

U(T,V) = -J+/(T>. 

On donne : 


gaz 

o(J ■ mol -2 ■ m -3 ) 

t(m 3 mol' 1 ) 

C0 Z 

0,36 

4,3 1EH 

H, 

0,13 

3,8 ■ ltH 

Hj 

0,025 

2,7 ■ 1(H 


a» À quelle(s) condition^) sur a et b Le comportement d'un tel gaz se lapprocte-t-iL 
de celui d'un gaz parfait 1 Commenter dans Le cas où Le gaz est Le dioxyde de carbone 
avec les conditions VaV, = 25 HH m s (pour une mole) et Ÿ = P, ■ lfi 3 Pa, 
h. Montrer que La capacité calorifique à volume constant C v ne dépend que de la tem- 
pérature T, 

c. Donner La relation liante, et Cp. (capacité calorifique molaire à pression constante) 
en fonction de j|- R, T et T, = |j£l- -^J r 

Faire ('application numérique pour N 2 et H 2 avec T“ 29D Ket V=22,4 ltH m J moh 1 . 


2. Or fait subir à une male de CO; une compression isotherme réversible depuis l'état 
(PjfVj) jusqu'à un volume final V 4 = Calculer tes transferts de travail W et 
d'énergie thermique occasionnés par cette transformation. 

Comparer aux valeurs obtenues dans l'hypothèse d'un gaz parfait. Commenter, 

3. Le gaz (ici ou H ; ) s'écoule très lentement dans une canalisation horizontale 
calorifugêe. 11 y subit uns détente de Joule- Kelvin (présence d'un étranglement ... 
en un « point » de la canalisation). Rappeler les caractéristiques d'une telle détente. 


On définit le coefficient n 


= S ) où H désigne L'enthalpie. Les calculs donnent : 
: 

C *T-S' 


Préciser le rôle de ta température I- appelée température d'inversion. 

Calculer T t pour le diazote N ; et le di hydrogène Hj* V- 22,4 - 1Û~ 3 ■ m 3 ■ mol" 1 . 


Commenter Les résultats obtenus. 
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Exercice tu 


». W - RTIn^-^-i.) 

expression dam laquelle RT s'exprime b partir de l'équation d'état-» 
Pour calculer le transfert thermique Q, exprimons le premier principe : 
AU - U(T, Vj) - UCT, V, ) = W + Q 


soit 


et 


Q c AU-W = -± + i-W 

v i v i 



Commentaire 


On 


■* u W ce qui correspond à une diminution de l'énergie potemidk 

des forces d'interaction de Van der WaaLs (la compression a eu pour effet de diminuer les 
distances moyennes interparticuLes.. J, L'énergie cinétique moyenne étant invariable (ta 
température étant tuée). 

Application numérique : on a : T = j^P, + j(V| - i>) =>T = 502 K, 

Q = -5,62 kj et W - 5,69 kj. 

I J < >u r Lin gaz par fai! Jes résultats sont ceux que l’on obtient enta Lsant fl ■ b ■ 0 dans 
les expressions précédentes : 

AUçp - 0 (prévisible !) 

V, fV A 

Q«p - -Wgp = - -P.V.in^J 

car ta température * une valeur différer te à P, et V 1 fixés- 

Numériquement |T" = 301 IC # T 

I Qur = -W CP s -5,76 k|, 

résultats «lu même ordre de grandeur pour les valeurs de W et Q (écart de Tordue de 

116...). 

Par cunire, l'écart sur les pressions finales n’est pas nécessairement négligeable ! 

On peut le vérifier facilement, en comparant P 2 et 


IV 


RT 


. ± = 9,64 ► 10* Ta 

V 


, Kl' V. 

l'écart est notable (- 4 %), mais a peu d’effet sur le résultat de l'intégrale donnant W... 
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Exercice fi u 


(§0 Remplissage d'un réservoir 


fln considère l'atmosphère comme un réservoir infini d'air à la pression 
P a = LO atm et à La température = 300 K, supposées constantes, l'air est assi- 
milé à un gaz parfait de masse molaire M - 29 q ■ mol -1 et de coefficient y - 1,4. 
On désire étudier différentes opérations de remplissage d'un réservoir Ut Ce dernier 
a un volume V fine, une section S et une longueur L 

il est muni d'un piston mobile sans frottement, de masse négligeable. Une vanne 
permet de mettre ce réservoir en communication avec l'atmosphère ; elle possède une 
ouverture asse? petite pour que L'air pénètre très lentement dans le remplissage 
se termine Lorsque l'air est é b pression P 0 dans 3t. 

De façon à modéliser simplement l'opération de remplissage, ûn propose le schéma 
Suivant ; 




P*T p 

V fl 


« piston » et cyLindre 
de remplissage 


7 


réservoir SI à remplir 
et son piston 


Le système (P c , T 5 } représente l'air qui aura pénétré dans ffi, I la fin de L'opéra- 
tion. oui L se trouvera dans fous les cas à la pression finale P 0 , 

V = 10 L; S * 100 CTI*; / m \ ffl. 

S« Qn étudie trois opérations partant de conditions initiales différentes, Dans cette 
question. Le cyLindre vft et son piston sont adiabatiques. 


vide 


état final > 


Déterminer T. 

b. 


état final . 


Déterminer T t et T e . 

€. 


vide 

mMmmm' 



Le ressort a une Longueur â vide f et une raideur k telle que P 0 ■ S = — - 

DéteTminer T*, le ressort étant comprimé à mi-longueur dans l'état final 

2 . Dans b réalité., l'hypothèse adiabatique pour le cylindre et le piston n'est réaliste 
que peu de temps après La fin de l'opération. 
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On considère donc qu'a près avoir atteint les états précédents, le gaz qui a pénétré 
dans '3t se retrouve au bout d'un certain temps à La température T a de L'atmosphère, 
Exprimer et calculer les quantités de chaleur 0 3 r Q 2 et Qj. que Le gaz échangera au cours 
de cette phase, dans Les trois cas étudiés précédemment, la vanne étant restée ouverte. 
3. Dans cette question, on ne suppose plus que l'ouverture de le vanne est petite. De 
ce fait lair pénètre de façon bnJtale dans 3 ft. au cours du remplissage. 

Indiquer dans quel(s) cas il y a modification de la valeur tou des valeurs) de La tem- 
pérature atteinte en fin de remplissage 

M 1. Oe faut savoir 

* Premier principe, 

* Loi de Laplace. 

HZ. de <{U a il faut doMpreinffe 

- Dans les questions 1* et 2», l’a i r rentre lentement dans le réservoir. Les transforma- 
tions du gaz sont quasi statiques. Ce n'est plus le cas dans la question 3. 

* On définira soigneusement Le système étudié : les ft moles d'air qui pénètrent dans le 
réservoir et les transformations subies. 


ly So]ulioj% 


1. a. Les fi moles de gaz qui rentrent dans le réservoir subissent une transformation 
quasi statique adiabatique. 

Avant d'entrer dans elles occupent un volume à la pression P 0 et la température T 0 . 
La Edi des gaz parfaits s'écrit P 0 V 0 = rjRT 0 . Une fois dans 91, elles occupent un 
volu me V toujours à la pression P 0 et à la température T. On a de même P 0 V = nRT, 
Écrivons le I er principe : AU - W + Q. 

La transformation est adiabatique Q = 0, Calculons W, 



Le gaz est soumis à la force pressante P M Su, qui lui fournit 
dans k déplacement djcit* le travail élémentaire ; 

&w - p & sd.v = p ft dv. 

Le travail fourni au gaz s'obtient en intégrant dV sur le volume 
Vq « bloqué par le piston * W = P|jV 0 . 


'i Point méthode 

Dans k premier principe, W représente le travail reçu par le gaz au niveau des sur- 
faces mobiles- Une étude mécanique du problème remplace avantageusement des 
formules toutes faites. 

D'après la I w loi de foule, AU - nC M (T-T fl ), 


Chapitre 6 


- Thermodynamique H19 


Exercice su 


Exercice ci* ** 


Qnadonc; nC v iT -TjJ - PgVg, = pfRT a 

TÆ+R) C„ 

T - ’ - T„ J |T.T,T 

Appticatian numérique : T ■ 420 IC 

ï- b + Soi! rï> le nombre de moles de gaz contenues dans le compartiment de droite, n, 
le nombre de moles de gaz qui vont entrer dans le compartiment de gauche. On a t 

p o 

» avant le remplissage : — V s w 2 RT 0 et P^Vg =■ jt , RTq, ; 

■ après le remplissage {même pression P a ) : 

P 0 V Z = n t RT 2 et P B Vj * «,RT, 

avec V t +V 2 = V, 

le principe nous donne toujours : AU = W + Q = w - P 4 V 0 (1) 

• POINT COURS 

L'énergie interne est une fonction extensive pour tes systèmes usuels. 

L'énergie interne d'un système composé de deux sous-systèmes est égale à la somme 
des énergies internes respectives des de us sous-systèmes, 

AV = âU s + 4U 2 = fl,C,(T,-T 0 }+H 1 C ¥ (T 1 ^T 1I ) 

4U -frî (P * v ‘- p « v »>*Ÿ^( p “ v, “T) m 

de {1) et (2), cm tir* V (l s ~ (3) 

Appliquons la loi de Laplace aux « 1 moles de gaz dans le compartiment de droite. 
yV T - P.VÏ d’où V, = V(if . 041V 
et V, - 0,39V 

P D Vi P â v â 2Vj l=i 

T '-^r-îhf-y T ’ IL-!*?-’ I 


Apptiùlliün riuTftéfitjui î Tj = 3é5 t 7 IC 

P,V, P,V, /Va V, 

Dtm<CTt T - - ^ - ?X T - - t ¥J - ^7 


■ 2rr °( i- CD 


ÀppbcAtion numérique : » 3lB K. 
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1. c* Appliquons à nouveau le premier principe aux n moles de gaz entrant dans : 

: W + Q = W (transformation adiabatique). 

Au travail procèdent» s'ajoute le trav ail de la force élastique 
exercée par 3e ressort qui fournit un travail élémentaire 
&W' = -Jtjcdx. , 

1 f 

U ressort étant comprimé à mi-longueur, W * --fr-- 

Çûmmentatrt 


AU = 



-kxu* x 



lï gaz est poussé à gauche par retenu phérr cl requit donc le travail P 9 V B .À druhe, il com- 
prime te ressortie travail W* est donc dojuié à l'extérieur CW" < 0), J 


i r 

On a ainsi AU = P s V fl --fe- 

avec P 0 S B ^ V - I S. 

p y 

AU-F^V,-^ (4) 

Et d'après la J"* ksi de Joule î 

AU = nQT'-t e ) (5) 
Avant le remplissage,, on a toujours P fl V Q - ttRT tt . 

V 

Après le remplissage, Ifgy - mRT 
en reportant dans (4)» il vient : 

iu - *r(t 4 -Ç). 

D'où d'après (S) î 

»r( t o-y) - pfcr-Tj 


et donc 



Application numérique : T* = Î50 K. 


2, a. Les transformations ne sont plus adiabatiques. Par contre* tous les refroidisse- 
ments se font à pression extérieure constante P.j, 


S 


Point cours 

Pour un système en équilibre mécanique avec l'extérieur dans l'état initial et l'état 
final, subissant une transformation à pression extérieure constante (transforma- 
tion dite immobile) Q = AH. 
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tu ns £opj3*'3 


0, - AH, - riC_{T 0 -T) = 


■ r^ ’Kr 1 ) ( t'Î) 

= -PpV 

Application numérique l Q, ■ - 10 J |. 

1, fc Qj - AH.+AHî - «.^(To-T.J + fljCpCTo-Ta) 

= C f l(*i| + ■ fl ( T| - HjTj]. 

Diaprés L'expression (Z) («j + w,T l — = --j-— 

Q 2 = -^AU = -jAV - -yR 0 V 0 dV^Ü) 

Qî - ^-y- d'après ( 3 ) 

Application numérique: Q 2 = -SOQJ. 

2 . Ci If état mécanique du système n est pas modifié. 

Q, . AH, » »C,(T,-T*> - ^C^T.-T") 

3 2 T -HT' ) 2 T- il 2y J 




Application numérique -. Q 3 = -250 (. 


| ' Dans U réalité» l’équilibre mécanique s'établit beaucoup plus rapidement que l'équilibre 
thermique, ce qui jusùfte les modèles proposés en L puis en t 

* I* système ««sidéré reste, «Mw chaque cas, l'air présent au début du refroidissement dans le 
réservoir. lJu laia decr idrojdissemerit, un peu depz pénétre alors dans, le réservoir» rirais il se 
retrouve à la fin dans les conditions {T„, P fl ) h il n 'intervient donc pa& dans le bilan éneqjjélique.^^ 

3, U caractère quasi statique de l'opération de remplissage n’a été utilisé que dans le cas b. : 
sms ccttc hypothèse, la tin du calcul nea pas possible et on ne peut pws calculer T, et Tj. 
On sait seulement que s 

W = ? 9 V e = AU = », C„(T , - T 0 ) + n 2 C,(Tj - Tq), 

V 

On a toujours Vç ^ — (3) J] vient finalement 

yT a + T, = 2yT<, 

relation vérifiée bien sûr par les valeurs T, et T, trouvées au Lb. 
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«'I Détente irréversible d'un gaz 

Un cylindre horizontal est fermé par un piston # 
mobile Sans frottements, l'intérieur du cylindre est 
séparé en deux compartiments A et B par une parai 
fixe F. Sur la face extérieure du piston, s'exerce Li 
pression atmosphérique constante P 0i ■ lü s Pa. 

Les parois du cylindre et le piston sont adiabatiques, 
mais U cloison F est diathermane. 

Toutes ces parois sont de capacité thermique négligeable. 

k létal initial, le compartiment A contient une mole de gaz parfait caractérisé par La 
r 

valeur y ■ J = 1,4, occupant un volume V A = 2b L. le compartiment B est vide. 
Constante des gaz parfaits : R = 8,Î1 3 moH K 1 . 

1. Préciser La température J A du gaz dans A. 

2. On perce un orifice dans la paroi fixe F. 

a» Par une analyse qualitative du problème, montrer que selon la valeur du volume V H 
de B, deux types de solution existent. 

b. En supposant que V e est inférieur à La valeur-seuil V t (inconnue pour l'instant..,), 
déterminer les caractéristiques P 1# T t du gaz contenu dans A + B quand Le nouvel 
état d'équilibre est atteint. Application numérique ; V e » 25 L 

c. Déterminer La valeur- SOui L V a on fonction de ot y. 

d* Pour V a > V 4 , déterminer P e , V î# î 2 du gaz enfermé dans le cylindre lorsque l'état 
d'équilibre est atteint. Application numérique s V a = 50 1. 

3. Quels commentaires peut-on faire sur La nature de la transformation ? 

Ü Solution 

1. L'équation du gai parfait s'écrit, pour la mok de gaz initialement contenue dans A : 

PV - RT »ü T a = = 301 K, 

A R 

2, a» Le gaz va passer du compartiment A ms le compartiment B ce qui va provoquer 
le déplacement du piston, La Hn de cette transformation sera atteinte : 

* soit parce que la pression dans B atteint la valeur P fl , ce qui réalise l'équilibre mécanique ; 

* soit parce que k piston i? vient buter sur la doison fixe F. tout k gaz de A étant passé dans B, 
Il est évident que la seconde possibilité ne peut se réaliser que pour un volume du com- 
partiment B suffisamment grand* soir V B > V ( , valeur-seuil qui reste à déterminer.,. 

2 h b. Dans ce cas, d'après ce qui précède, à l'équilibre* on a ; 

^ P a = P 0 soit | F,^~Pn ] 

et ¥j sr Vg + V^ (V A volume du gaz restant en A) avec P,Vj = RT] , 


parfait 


CA) 

(6) 


F 
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D'autre part, considérons le système constitué par les compartiments À et B et leur 
contenu, et appliquons-lui Le premier principe : 

AU„»W+Q fl) 

avec AU^ = AU^ + AU^* - AU pil 

car les parois - par hypothèse - n'absorbent pas d'énergie (parois adiabatiques, et dû*- 
son F de capacité thermique négligeable), 

D‘oü AU^ * C r (T, -T A ). 

D autre part Q = 0 (parois adiabatiques) (Z) 

Et W * -J P <L1 dV = -F fl AV (puisque ? m = P 
AV représentant le volume balayé par le piston mobile : 

AV = - V A = (V,-V h )-V A = V ( ^(V A + Vp) h 

soit W = -FoC^-Va-Va] (1) 

(D donne alors avec (2) et (3} : Q tf {T ] ^T A ) - - P B Vj + P 0 ( V A + V ? ), 

OrP ( V, = RT, et P 0 V A = KT a » »*t! 

= -P^+P^ + V,). 


: p ° " ¥ = y 


Soit en tenant compte de P, 

V,-V A a (T-l) -[-V.+V^ + VbI^ïV, ^TV A +{y-l)V,. 

D p o£l r 


v,-v A + l^v B 


il lui correspond une température T, définie par P ( V 3 = RT 1 avec P } = P Q . 


T= l° 

1 R 




nj 

Application numérique : V, - 25 + ^ ■ 25 V, b 32*1 L 
T ( = 387 K. 


Z. C* La solution ci-dessus reste valable tant qu'il reste du gaz dans le compartiment A. 

Cot-Wire tant que : v A > o, toit V ( > v fll 

et* en remplaçant V, par son expression : V s < V A + - - V B 


la valeur- seuil de V tt est donc 


V»<7 Va 

V,-ïV A 


2. d. Dans ce cas* tout le gaz passe de A dans B, et 

avec P 2 « et P 2 Vj = RT 2 * 



et le i ravatl W reçu par k gai a pour expression î 

W = -P 0 AV = -ly-Vj = + P«V A . 


4?# 
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d ou : 


l 

P nV 


Rio fl'aV 

l = TT'lîJ 


numériquement : 


•-Gf 


V 2 f I4J 10- 3 

On en déduit ta température T s de oe yai : 


T - PV Î P T f P *Y 

- t c p; +Te w 
^v@" ! 


soit Tj#353K 

elle volume V, du gaz® : ¥ t s 2V, 
RT, 


''■-SHM 

V, #33,5- 1(- 3 m J , 


On en déduit ta température T, de ce gai : 
PV E 

Tt = T 




soir 


T. #8A6 K r 


In b. * Appliquons d'abord le premier principe â l'ensemble des deux gaz : le volume 
est constant, donc W = Ù t et le système reçoit par l'intermédiaire de la résistance 
chauffante une énergie thermique Q, 

D’où AÜ trît - AU, + Alfj = 0 + Q 

soit Q » - T n ) +• C/Tj -T 0 } 

or PV, a RT,, PVj s RT 2 et P^ = RT fi , d'ofcr 
_ C VJ 


ÿ[P(V l + V 3 )-2P ô V c ] 


C! ivCC C v 


R 

r-i 


et V. + V, = 2V»; 


î(P=P fl ) = 


y-hi 1 » ; 
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Exercice si* ■* 


Application numérique i P = 2P fl donne Q - 


* Circulons main tenant le travail W reçu parle gaz®. Le premier principe appliqué 
au seul gaz (|) qui subit une compression adiabatique donne : 

dUj a W => W = C.(T,-T 0 ) . JLfr-T,). 


Appiiailwn numérique : P * 2F 0 et W = 1,32 k J. 

2. a. Le chauffage du gaz est quasi statique : le pis- 
ton, sans frottement, est donc constamment en 
quasi-équilibre, ce qui se traduit par un bilan nul 
des forces qu'il subit ; 

Pi^P^fae = 0 

en notant x le déplacement du piston depuis sa 
position initiale fie ressort a au départ sa longueur 
au repos puisque P ( - }< D'autre part, le 

volume est devenu : 

V a V É + sx. 


Y— V 

soit P s P fl +- -x = P n + - -■ 

i s s 

La pression varie sdon itne fonction affine de V h ce qui se tra- 
duit par un trajet rectiligne en diagramme P(V), 

La valeur de b raideur k du rassort ■ fixe » la pente de la droite 
représentative de la transformation : plus La raideur k est éle- 
vée et plus on se rapproche d’un chauffage à volume constant 

À Tétât final, P = 2P, soit x » = |{P-P fl ) ■ |p &T 

jjp 

D'où k volume h na I V F = V 0 + -r- 


ressort contracté 

de x > 0 



P 


2Pa 

A 

Pa / 


v. 

v, v 


El une température finale T F telle que, loi des gaz parfaits : 

2 P,/ s*P a \ 

(2P,)V t = RT,=»T f = -^(v, + —} 

or P 0 V 0 = RTrj „ d'où: 

r ! 2s* Pi 

r ' mXt *+nt 

Apptkiüiûrt manériqM : x$ = 0,2 m; V p s 34,1 ■ IO wS m 3 et T f = 821 K, 
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2. b. Le travail mécanique W,, algébriquement reçu par le gaz an cours du chauffage 
(transformation quasi statique) est donné par: 


£ 


soit 


w. = -[ f pdv 

Jv n 

w > - -CM*>* 

W, = “f XF p ü id*- f F JLïdj 

■*0 


W, = -P 0 5JC p -fcy- 


Le premier terme correspond au travail dépensé contre l'air atmosphérique, et k 
second au travail de compression du ressort. 

jP 0 

En remplaçant jc F par sa valeur jc f = y 


W, 


dû 

* ‘ îJr 


J f2? 
ï t 


et r énergie absorbée par k ressort : 


(Ipî 

m * f( 
rt*fcn1 -jj\ 


= MO J. 

Le premier principe appliqué au gaz donne alors : 
Ql - 40^ -W, 

soit Q, 


1 


r 2 P* 


Ql ^: K v 0+ ^}. w]+ |.f 


PT^ j « 

1 y- 1 t ly-l 2} 


Q,= 12,5 kj. 
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C. Bilans d'énergie et d'entropie 


1 nitia la ment, la piste n est bloqué- et le gaz est en éq uili b«s 

dans l étal (P QP V 0 , T fl ). Le système est thermostats à . 

Pour les applications numériques, on prendra : n = 0,5 mol ; T„ - 290 K ; P g = 10 5 Pa ; 


1, On Libère brutalement le piston qui devient mobile sans aucun frottement, déterminer : 
a. l'état final ; b, les échanges énergétiques ; c, la création tf entropie, 
t. On libère Le piston tout en assurant une descente infiniment lente. 

a. Reprendre les questions précédentes. 

b. Quelle relation existe-t-il entre les travaux reçus par Le gaz dans les deux cas et La 
création d'entropie calculée au 1*a. 7 

il. de «ju’il faut savoir 

* Premier principe - second principe, 

* Réversibilité - irréversibilité. 

■ 1* de f&ul cojnjreJitff e 

1, Cette première transformation est irréversible Le système va tendre vers un état 
d'équilibre (on peut supposer par exemple que des phénomènes tels que la viscosité du 
gaz sont a l'origine de l'amortissement nécessaire pour atteindre cet équilibre). Cet 
équilibre thermodynamique se traduira par un équilibre thermique (système en rela- 
tion avec un ihermostai) cl un équilibre mécanique. 

La création d'entropie s'obtient à l'aide du second principe appliqué au gaz : il faudra 
vérifier que La quantité obtenue est bien positive. 

2. Cette fois-ci, à chaque instant, la pression du jpz est égale A la » pression extérieure >< 
et sa température reste égale à (La transformation devient réversible). L'état final est 
évidemment Le même (l'opérateur n'exerce aucune action dans l'état final). 

De plus, la transformation étant réversible il n'y a pas de création d'entropie. 
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1* a. Supposons que le système ait atteint sa position d'équilibre. Dans cet état la tem- 
pérature est imposée par le thermostat ; elle vaut donc T 0 . 

La condition d'équilibre mécanique {absence de IroLtements solides au niveau du pis- 
ton) implique : 

P F = P„ +■ ^ soir 

Soit un volume V F tel que (loi des gaz parfaits) : 

P t V t -»RT t =>V F - ^ CT r -T ( ). 

V, 

(ou encore V F - ). 

I + x 

Application numérique ;¥ § = lD*(l+0£) soit: P r = 1,5 ' 10 5 Pa^ 


V F = 


oRT 0 

P 0 Ü+*) 


p F = p c n+*> 


,, 03x8,31x2» » 

V # = — d sou : V F s 0,0 dm 3 . 

p 10* x 1,5 F 

1* b. Dans une transformation irréversible, k travail démai taire fourni par l'extérieur 
s'exprime sous la forme : &W ■ -P rt dV, 

Soit au total: W = P„ t ■ dV, 

td p „ Pft +2S t 


Le travail reçu par le gaz seul est tel que : 


+p & v 


(V F -V a ) = -P 0 ( l + x)| 




Application numérique : W * €>02 J, 

Le thermostat lui fournit une énergie thermique Q. Le premier principe appliqué au 
gaz s'écrit: AU-W + Q. 

Le gaz étant parfait, son énergie interne ne dépend que de sa température ce qui impli- 
que ki AU = 0(T F - T, = T 0 ), 


D’où: Q = -W et | Q = ~flkT> | Q = ^601 JL 

1* e. Pour déterminer la création d'entropie, on e&t amené à faire un bilan d'entropie. 


AS^ = 5,+ <X, 

avec S B l'entropie échangée avec le thermostat à la température T 0 . 

Or AS^ r s nC^ln | y- — ^ ■ Soit ici : AS pi - riCJnj^fl + x}| y-J-^ J- 

D’où AS^ = ^ybi((l +jc^'ï) =*AS^ = -nRln(l + x). 
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r ^i r ■ 

On passe du même État initial ( P Q ,V 0 *T ffl ) au meme état final I P 0 ( 1 + Jt)„ ToJ 
par deux transformations différentes ; 

- ta première est irréversible et monoiherme; Il faut fournir un travail irréversible 
W = W* ; 


- la seconde est réversible et isotherme, le travail nécessaire est W s W I¥M „ 
La relation ( J ) se réécrit ; 


W- w (I -v F) - W^I -> F) ^ T 0 oU F/in-) T, 


T f 


V 


Commentaires 


l J our Sa transformation du ï, on a : 

&U b 0 {transformation monotherme + gaz parfait) 
Qfcx 

t q 


d'où 


= -T,iS_+T n o fl) 


Pour la transformation du Z. : 

Ç> 

AU - 0 CI W r „ + Q m = fi avec ■ ^p + 0 

d'où s ^t 0 AS^, O) 

L« équations ( 2 ) et (3) donnent alors t W irr “W lftï = T ( [A5^ - AS^I + TqO, 

Dans les, deux cas, les, états initial et final sont identiques donc le gu subit la même variation 
d'entropie : AS-^ = AS^, Ce qui conduit à la relation cherchée : 
pw~ -W,„^y,| 


Solides en contact thermique 

1, Deux corps ^ et „ de températures initiaLes Tj et Tj et de capacités thermi- 
ques constantes C t et C 2 , sont mis en contact. 

Ils forment un système isolé et Leurs volumes sont invariables, 

CJ t +CJ, 

On note T a = — ^ — ■ {prendre > T 1# ). 

Déterminer la température finale T ( du système et sa variation d'entropie AS. Com- 
menter ce dernier résultat 

2, Fartant du même état initial on suppose désormais que les échanges thermiques 
s'effectuent par L'intermédiaire d'un solide de capacité thermique négligeable et de 
conductivité thermique suffisamment faible. 

A. Les résultats précédents sont-ils modifiés 1 Commenter, 

Déterminer l'évolution des températures T t (f} et Tjtt) dans L'hypothèse où La puis- 
sance thermique échangée de ^ vers C Ë 1 est donnée par l'expression : 
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Exercice bu 


-+ 1) - A(T a - T|). On mettra en évidence une constante de temps x que L'on 
exprimera en fonction de If, C t et C 2 . 

b. Déterminer, en fonction de fi, T,, T z Le taux de création d'entre pie Commenter. 


sVJl faxil savoir 


Premier principe. 

» Second principe ; création d'entropie, 

* Transformation quasi statique ^transformation réversible. 


mt. ffu’i] faut comprendre 


1. L'ensemble {%, ÏS ,} étant isolé* les échanges thermiques sont internes à ce sys- 
tème, Lés températures vont évoluer jusqu'à l'équilibre thermique (T 9F -Ttf-T P ) 
à énergie interne constante. D'autre parti La variation d'entropie est la somme de celles 
des deux corps (extensivité) : elle doit être positive (transformation irréversible d'un 
système thermiquement isolé). 

2. L'étal final ne sera pas modifié (on a toujours AU ■ 0 ) pas plus que AS (S fonction 
d 'étal : même état initiai et même état final). La transformation « infiniment » lente est 
devenue quasi statique tout en restant irréversible. 


■y Solution 


li Le système des deux corps ^ t e*^ est isolé thermiquement et n'échange aucun ira- 
vail avec l’cxiérieur (volumes supposés invariables). 

Son énergie interne est donc invariable : U T * Uj, 

Soit encore AU^j) + AUO^j) - 0, 

Or l'équilibre thermique final esl assuré dès que les iempératuresde f €j et % soni éga- 
las lT,j, D'où : àV(% t ) = C,(T F -T 1t > et àU(%) = C^Ig-T^) 

et C,(T f -T , ? + Cj(Tp-T^) - 0=o 

La variai ion d'entropie du système «I la somme des variations d'enlropie des deux 
corps î AS * &$(%)*&$(%) - AS t +ASj 

dl L . /T p \ , dT, , /T f \ 

o r dS,-C 8 ^ AS, = rtdSt-Cj-^ ^ 

D'où au total : 

Celle quanti lé est bien positive conformément à l'expression du second principe : 

AS = $ e + c > $ e {a > Ô). 

Le système étant thermiquement isolé, ont: S, = ü, d'où AS>0. Cette valeur posi- 
tive de AS traduit l'irréversibilité des échanges thermiques entre les deux corps. 
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2. B* Les Cütidilioni imposées réalisent une transforma- 
tion quasi statique. 

Le système des deux corps - toujours isolé de l'extérieur 
- garde une énergie interne constante de sorte que la 
température finale demeure T 0 * Lft variation d'entropie du système est inchangée 
La transformation bien que quasi statique n'en est pas pour autant réversible. 
L'irréversibilité trouve ici sa source au sein du matériau où s'effectue le transport de 
l’énergie thermique (phénomène de diffusion). 

Par ailleurs, on peut remarquer que pour des températures T 2 (f) et T t (/) à l'instant t 
(aveffi Tj(f) > T, (I)), une infime diminution de la température du corps chaud ne 
modifie en rien le sens des échanges thermiques* ce qui traduit bien l'irréversibilité. 
Pour un processus d'échange suffisamment lent, les températures des deux corps sont 
bien définies à chaque instant et évoluent selon les lois (volumes invariables) : 
dUj = C s dT, = BQ^ = -&CT,-T 2 )dt 
dlUj = CjdTj - &Q ( _ * - h(T|-Tj)dï. 



D'où le système différentiel : 


dT, , _ ^ 

C'-gj 1 - -»( T| - t j) 

dT, 


é< r »- T >>**[g;*è) CTl - T,) " 

0 (I) 


dT. dT? 

Ci^rr+Cj-^ 

1 d t £ dt 


u> 


(2) redonne bien évidemment C 1 T l +C 1 Tj s constante « (Ci +Cj)T f , 

-i C,C, 

(1) s'intégre aisément en: T j- T| - (T^-T^je f où l = (C + C )h 



2. Et. Appliquons le second principe à l'ensemble du système : 

“ création d'entropie pendant df) 


= (&,= 
dt df 


or S = S, +$î 


ba 

* df 


dS, 

* 17 


dS, 

k 17 + 


L'évolution thermodynamique de chaque corps «t réversible c’est au niveau du trans- 
fert thermique que sc situe l'irréversibilité. 
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fit ASj - + 

Doù a 2 - ûSj-S z+:h(lfls4l = A5 2 + A5 Zll(ll : 


P.Vi, _P| 

e.v.r 


c 

H 

i 

3 

T, i 

1 

P J 


Application numérique : CXj = 10,7 | ■ K" 1 . 
On vérifie bien sûr que : a 2 > 0. 


tÜ?2= P 0 


Commentaire 


r h 

I Faisons varier F, el posons x - — en supposant P, ss P 2 
P V 

<Pi = -4-i[ï-l -toxj. Traçons ks tourbes x^l et Inx 



a 2 diminue Ionique x — I l ( P, — * P s ). On se rapproche alors de la réversshûJilê. J 
2* a. La transformation est maintenir r adiabatique réversible. 


AS, 


\àS>* 


{pas d'entropie d'échange et pas de création â 'entropie) 




= 0 


2. b. 




Point coubs 

Si un système passe de l'état E i à l'état E, par une Transformation adiabatique 
réversible à$ = S(E 2 ) -S<E,1 = 0. 

IL est alors impossible de faire passer le système de l’état E t à l'état E 2 par une 
I ransFormation adiabatique irréversible pour laquelle on aurait A£ > O* 


four ne pas violer le second principe, il faut que l’état final obtenu au 1. b. soit différent 
de l’état final obtenu au 2. a. Déterminons cet état final : Q 4 = 0, 

La transformation a lieu à pression extérieure constante 


W« s -F.(VJ -V,) = AU ^ nC,(T; ~T,>. 
En utilisant la loi des gai parfaits avec P f = Pj = P 0 
? e V 2 = PjV' s PtRT z et P,V 0 s n HT, 
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Exercice a* * 


d’où -P,(VJ -V.) * — tPjV£ -P,V,) 
et [ 7 - 1 + 1 ] = (y - 1 >PjV ( + P,V ( 

rv-i . V 


i v i 


U) 


et une température T> idk que ; — - — — 

* i *i v i 


t; p,v; 

î jl 7 jJ l £ï 


j . „ », T [1 , 7 - l p ïl 

d on T, = T, * - + — . 

1 1 Lï 7 P,J 

Ou peut alors calculer en imaginant une transformation réversible passant de 
l’eut .E] à l’état Ej pour laquelle dS - hÇ v ^ + JtR™ 


Ainsi A$ 4 - “^“1^-^- + nRln 

SM'©-»®}- 


d’où AS 4 = ■ 


Et me { 1 } 


8-ï 


La transformât ion ftant adiabatique» on a ; S <L * lirtJ((t = 0 et donc AS 4 J = 0 
soit <J + w AS 4 . On vérifie i nouveau que : er 4 > 

Application numérique : tx, s AS ( - 4dJ K 


{jp Évolutions adiabatiques d'un gaz parfait 


Un gai parfait est contenu dans un récipient cylindrique 
vertical Limité pai un piston de masse négligeable. Les 
parois du récipient et le piston sont athermanes (c'est-â- 
dire adiabatiques). 

Dans l'état d'équilibre initial E t , on a placé une masse m sur le 
piston, La pression du milieu extérieur reste constante et égale 
à P 0 . L'état E x est caractérisé pour le gaz par les grandeurs 

T$et P, = P Q + (j : surface du piston). 


P Q 

vm m 


gaz 

parfait 
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ûn supposera y ^ y ■ constante, et pour les applications numériques, on prendra : 
y = 1 ; = 290 Kî S a 8,31 3 ■ K" 1 ■ mol -1 et n (nombre de mole de gaz) = 1. 


1* On supprime brusquement la masse fit. On considérera que te piston peut se dépla- 
cer sans frottements, et que le nouvel état d'équilibre E a (P F , V r , T F ) est atteint grâce 
à des phénomènes dissipâtes internes au gaz. 


a. Déterminer les caractéristiques de ce nouvel état d'équilibre t 2 . On posera X 


Pi 

V 


Application numérique : 

V F t f 

Calculer les valeurs des rapports y et y On a X = 1,5. 

Vü T ü 

b. En déduire le travail reçu % K ainsi que la variation d'entropie M irr . Commenter 
Application numérique. 


2. On revient au même état initial et on diminue la masse nr très progressivement 
jusqu'à l'annuler. Reprendre Les questions 1, a, et 1, b + 

3-» La masse m ayant été enlevée brusquement et le système ayant atteint son état 
d'équilibre E : , on repose La masse m sur Le piston. 

a. Est-il possible que L'état d'équiLibre final Ej puisse se confondre avec L'état E| ? 
b T Déterminer les caractéristiques de cet état ï[ * 


1 SohiUoft 


1» a» Létal d'équilibre final E 2 doit se traduire (équilibre mécanique) par l égalité des 
pressions du gai et du milieu extérieur P F = P D (piston sans masse). D'autre part, 
appliquons le premier principe au gaz contenu dans Le cylindre : 

L\ - u a = + Q avec E,(P, , V 0 , T fl ) =>■ Ej( P 0 . V p * T f ). 


Il n’y a pas d'échange d'énergie thermique avec F extérieur (paroi* et piston 
adiabatiques) =*Q = 0 ; et le travail fourni au système s'exprime simplement à partit 
de h pression extérieure P 0 et de la variation du volume du gaz ; 


W rt - -FcrfVfVa). 

On a donc : U 3 - U , = -P*{’ V F - V 0 ) (1 ) 

Q 

Avec Oj - U| - nC ¥ (T F -T 0 ), le gaz étant supposé parfait et de coefficient y » — £ 

R. y 

î ndépesdont de la température (on a alors C ¥ ■ - — - et C p ■ yC v s ^y-j-R }. 

La relation (1) devient; “yj(T r -T<,) = -P fl (V F - V fl ). 


Chapitre fi - 


Thermodynamique (441 


(Si 


erial 


Exercice tzt * 



II.R.T J, f Tr \ /Vf \ 

s****™- m 

p„v F p.v 0 

La ibl des gaz parfait s’écrit : — — * — — = wR (3) 

T p 1|> 

D'où en remplacent - dam (2) - irKT 4 par P , V 0 , 

Y- 'P, U, J V, 

T P Ve V ■ ] P 

Enfin, en remarquant, d après {3), que ^ = 5 ™ = tt r ( o£l X = “): 

l o 

T-lUv, J 

En regroupant les termes, il vient alors : 


if - l) + X => 

V F y — 1 + X 

V ï 

T f y- i + X 
t ô = y x 

(2) 


m 


D’où 

Application numérique : 

y j 

- 7 Î * I3& et =r ■ 0,90 (soit T p - 262 K). 

V fl * û 

1. b. L 1 expression du travail reçu par le gaz s'identifie à W eit , 

w to - w„ . -P 0 (V F -V,> - -P 0 V,[ r F -l]. 

Soi, W„-4».<P,V,g-l] 

P, Vf , (i . M , 

En remplaçant — par X et — par le résultat établi au La,, il vient : 
Ht V 0 

Application nütmTÎijue : 


-itRT, 


■•(W 


( 3 ) 


W„ = -I ■ £31 ■ 290 


1*5= l 


suit W irT = -574 fi 


* E.u variation d'entropie du gai est obtenue par application de là formule classique 
( gaz parfait) y - constante ) t 


AS(I 


>2) = nC 


h M . *L ln m\ 

[p,vïJ *“■ Lp,v|J 


Partie 2 - Physique N PSI 


Copyrighted material 




Soit en fonction de X = = et dey: 

'.ri 


ÀS(l-» 2 )a ~ln 
Y- 1 




H'] 


( 4 ) 


Commentaire 

| t>nibrmtmrnt au second principe, üette expression dç ASdnil cire positive puisque Ton a : 

tô = 0 + < 3 > 0 

transformation adiabatique création dYntropie (positive) 

Ct qui traduis l h jrnéverSÏb.üilé de rtlte transformation, £e que confirme une Étude rapide de 

nR r 


Qn a en effet AS ■ |-InX +• - 

fvç£ AS(X = 1 ï ■ 0 et 

dAS JJR r l . y 1 
dX ’ ï-tl v - 1 + XJ 


ïX}-ylmy\ 


Y-ll X t- 



dX y-i X(t“l + X) ' 


s>Jt — = „ /XL. -V- <,* > 0 pour X > ! . 



Application numérique : 

X = 1,5 ; Y = | fgai diatomique) et R = 631 donnent : 


ASfl — ► 2 ) = 


631 ( 


- 

fï - i +1 '*| 

■' 

" 

îj 

7 | 


. 

5 

_ 


>AS(t, 2 ) » (Md J K -1 


2 . La transformation envisajjéc csl désormais- adiabatique cl réversible, c h cst -à-dire 
isentrOplque- Le système atteint on État d'équilibre Ej (FJ , VJ ,Tp ) dÉtini par : 

* Pp =■ P fl (Équilibre mécanique) , 

- AS( I -*r) - 0 , soit encore P' Vf* - P,vJ (foide LapUceïi 

p f y' p y 

■ * P = 1, 8 = hR {loi des- gaz parfaits). 

T P T 0 


- i-mm-'Æ 


Xl 

Vo_ 

frf" 


( 5 ) 


( 6 ) 
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a 


A ppiication numérique : 

= ( 1 , 5 >* « ÿ- = ( 1 ,S) ' =» « 1 . 3 * et = <W 9 

V » ‘a v o J e 

(Tp - 258 K). 

* Le travail reçus’écrit : - Al? - n€y(Tp -T, fl ) 


or 



LJ 

X T ^ W n, 


JtRT, 

' Ÿ 


r[* 


-'] 


nRT„ 

r ^ i 

II 

4 

Xi t - 1 


( 7 ) 


1 5É B 1 I V 7Qf|j 

Application numérique : W rev = — ^ — - — t( l„S)- a/? - I ] =& W w - - 659 J, 

On i, bien entendu, 1 — * 2') = 0. 

3 * a. I j passage E, -* Ej correspond à une transformation adiabatique irréversible 
d'une variation positive de l'entropie du gaz A$( 1 ^ 2 ) > 0 , 

Quand or repose la masse m Sur le piston, le système tend vers un nouvel état d'équi- 
libre B, par une transformation également adiabatique et irréversible. On a alors 
AS(2 — » D > 0. Ainsi, à la transformation globale Ej — ► ^ — * Ep est associée une 
variation d'entropie strictement positive iS(E, — * E[ ) = iS(l — » 2) + <15(2 — * T)- 
Î1 est donc impossible tp e les étals E, «I E[, puissent se confondit (dans ce cas, on 
aurait AS(E, — * E 2 -* B t ) = (J) . 

3. h. Pour déterminer Fétat d’équilibre E[, il suffit de remarquer que le passage 
EjCPq, V Fi T f )-^ E[ (P| P VjT -Tf’) s’obtient de la même façon que celui 
E,! P,, V„ T 0 ) EjCPjj, V F , T F ). 0 suffit en fait de faire : 

P„ -* P, soit X -* = 

(V^VpJ-KVpV;) et (T*T r M(Tp,T;). 

D'oii d'après les résultats du 1, a. et L b, : 


v_ 

Vp 

IL 

Tt 




vr (7 - i)x+ \ 

Vp YX 


IL C7-UX4 

t f r 


Déplus W^I-sl') - l) 


avec P,V F = = X«RT P W irr (2 -* Ï J ) - -XrtRT F 

"û 


(S) 

m 
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Ce qui donne en utilisant (2) et {S) : W irr * -Xji RT,- /- ( y - L + X). 

Application numér^ne : 

Vf T" 

. 0,76 ; ~ - 1,14 [soit Tf = 300 K) 

et W w - <2->l') - mi 


Évolution Irréversible - Évolution réversible 

Un cylindre fermé, à parais adiabatiques, est divisé en deux parties d'égal volume V 0 par 
un piston diathemane, de capacité calorifique négÜgÉahle. irntiatement bloqué. tes deux 

compartiments contiennent le même gai parfait (caractérisé par y - ^ = constante), 

a la température T„ et aux pressions respectives P s et 
P ? »3P r Pour les applications numériques, on prend: 
y = 1 , 4 ; =? 290 K. ; P T - 10 1 P*; V 0 = 25 l(H m 1 . 

Constante des gaz parfaits : R - 8 , Il J mol -1 K -3 , 


1. Ûn libère le piston, qui devient parfaitement mobile, et on laisse l'équilibre se réa- 
liser Déterminer l'état final et la variation totale d'entropie* 

1. On repart du même état initial, mais le piston 
est maintenu à chaque instant, en équilibre parla 
masse m t que l'on diminue progressivement 
jusqu'à m = G, 

Déterminer Létat final, ainsi que le travail W Ért de 
déplacement de a la » masse m* 









Ve S 

Pr Pz 

Pc T 0 


I SoHXioh 


1, Appliquons le premier principe au système constitué par l'ensemble des deux mas- 
ses de gaz contenues dans k cylindre : 

- w (ï( + Q 

ici, Q - 0 {enceinte adiabatique), 

W ( „ = 0 d'où AU^ = 0. 
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Exercice «s m 


Saiit T, la température finale du gaz (c'est évidemment la même pour les deux 

compartiments ; piston diathermane). 

àü m = âü a + iU, = n 1 C t (T f -T 0 ) + i. I C,(T f -T e ) 

D 

où C T = - — - est la capacité thermique molaire â volume constant du gaz parfait, *jj 
et n ; les nombres de moles de gaz dans chaque compartiment. 


T f = T p 


On en déduit : (», C, t + UjC^JCTj-Td,) = 

soient v; et Vj les volumes à l'équilibre,, et P f la pression- D’aprts la toi des gai parfaits ; 

T. ' T| 

I f 

par addition (et en tenant compte de Tf - T 0 J : P, V 0 + P,V 0 = P f Vj + P f V; 
et, comme Vf + Vf - 2V 0 t 


Pt (2V 0 ) * (P| + Pî)V c = 
on en déduit les volumes : 


r,-*p 


F. T r ! 
v: - v. - . ' =b 

Vi . v. . 2P ' 

1 * p T 

r r i 

^ p. + p, 

P, T # 

V— v ■ ipJ 

x i ~ v ü vT T ^ 
v i ’o 

J ™ p,+p a 

Application numérique : 

P f = 1 10* Pa t v; 

» \l£ ÎS- J tu 3 


(I) 


CuHJwenfflrre 

fô; n'a pas tait intervenir le piston comme taisant partie du système ; k prendre en compte 
ne mudifLc pas I» calculs, puisqu'il n'éctiange pas d'énergie avec ce qui l'entoure : 

■ sa capacité calorifique est supposée négligeable ; 

■ sa mu» n'firterYicnt pu : le poids ne travaille pas, le mouvement du piston étant implici< 
ksKDt supposé l'eflfeïtuer horizontalement (t$les figures,,,). 

Variation totale d'entropie : 

L'entropie étant une fonct ion extensive, on en déduit : AS = AS 1 + AS;, 


Or pour un gaz parfait et f = constante : S|T, V) s S{T 0 „ ¥ 0 ) ♦ hC, 
D'oîi AS = tj|C v Ln^-ÿ?-J + n^C T kf^'J 

r vr v' 

et avec CL = : AS = B.ltln” + rtiRln-^— 

T“ 1 v * v a 


. , f tv v_i 

> ÎZÎ ■ 

T V '' 1 

v A o v l / 
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P,V„ |>jV 0 

Soir encor? puisque n, R - — t — et njft = -= — : 
U Tu 


Application numérique : 
Commentaire 


v 0 

f 2P. 

( 2P i \\ 

AS - =2 

P, in — — — 

+ PJn — | \ 

T f 

i ' VP. + P,. 

1 2 Lp, + Pji) 


AS s 4J31 f ■ K-'. 


| Cette variation d'entrapk est positive, comme il se doit, car il s'agit de l'évolution sponü' 
née d’un système thermiquement isolé. On a alors : 

AS - S, + o = o > «. 


1* Du fait du déplacement de la masse (variable) m,le système des deux gaz fournit du 
travail à l’extérieur (quand on diminue m, la masse remonte). Son énergie Interne va 
donc diminuer et la nouvelle température finale Tf sera inférieure à T<j. 

AU s n,C v (Tf - T a ) * «jCjTf -T fJ ) < 0 => T, < T â , 

D'autre part, l’évolution étant très progressive et adiabatique, on peut la considérer 
comme tsentropique ce qui revient à admettre sa réversibilité. 

L’état final est alors caractérisé par : 

- une température Hnale T/ < T 0 ; 

- une pression finale Pf = Pj ■ {puisque *u -Q en fin dfopémtfon) ; 

- des volumes Unaux V T et VT * avec : 


ou encore puisque v t + v î = v, +■ v ? 

Vf s v; et Vf aV' 

Exprimons la variation d'entropie (nulle) du gaz contenu dans les deux compartiments : 
n V' p. | 

dfoîi puisque — ■ — i- _ — = i (çf U)> : 

" feues?).. 

[t.v'-'J i. T » vp 1 ) 


/V<\ 

- v[ 

Vi 1 


>i " v; 

+3ln € 
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i 


y 

£ 


^ A , v; 2P, 

D après (L) T on a 


B 1 a n 

P. + P> 2 V, 


d ' où 4 Kï) -^- , > Kï) t3in (ï)] 


Finalement TT 




949 T„ => T/ # 275 IL 


P' P 

Ûn déduit la pression finale Pjf : ~ = —J => P, - 1,9 10* Pa. 

Le travail W (il fourni, au système, par * la * masse variable m est ; 
W Iït * AU = AU, + AU Z = (», +flj)C f (Tf -T ê b 
- „ P - V ° „ _ p i v « „ ^ _ & 


HT n 


App/ifrifrnw numérique ; 


y-l 


> d'où : 


-"^S-O 


^ = -1,27 kl 


Optimisation d'un compresseur 

On veut réaliser une installation de production d'air comprimé répondant au « cahier 
des charges » suivant : 

- état initiai de l'air : pression i P 1 ^ 10 & Pa, température T, * 290 K 
(T, : température ambiante) ; 

- état final de l'air : pression : P 2 = 5 ■ îû* Pa. température T r L'air sera assimilé à 

un gai parfait (R = S r 31 J - mol 1 ■ K -1 ), de rapport y » ^ - i,éO. 

Les échanges thermiques éventuels se font uniquement avec l'extérieur à la tempé- 
rature uniforme T 1 . 

1* Déterminer - pour une mole de gaz - le travail minimal W ffl nécessaire i cette 
transformation, 

À quel type de transformation correspond cette valeur W m ? te vérifier, 

2* La transformation précédente étant irréalisable en pratique, on propose les opéra- 
tions suivantes : 

- compression adiabatique réversible de l'état initial jusqu'à La pression P ? ; 
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I 


Dans ce cas (G = û) ' 


: RT 


*■© 


four obtenir cette valeur de W, [| faudrait donc une transformation réversible : la 
réversibilité des échanges thermiques avec l'extérieur, à T, impose une transformation 
isotherme (à la température T j^VérifionS'Ic en calculant le travail reçu par le gaz dans 
une telle transformation : 


RT, 

~T 


W = -Jp #ït dv 

(P^ - P du fait de la réversibilité mécanique.. ,) 

RT ''“© 


RT, alors 

cr,teg)= 


> W - RT. 


O 


F t,i 

f RT, 

soie W = -J-^JdV=*W 
et puisque P|V t ^ P 2 V r 2 
W = 

on retrouve bien W = 

Z» On peut schématiser la suite des transforma' 
lions subies par le gaz, et les représenter en dia- 
gramme P( V) : 


Pt adiabatique Pj isobare 'Pi 

j t réversible Tj t, 

(a) (b) 

Pour la Transformation isobare (b), on a 
Q = A H b et pour f adiabatique {#), Q - 0„ 
soit, pour l'ensemble des deux transformations 
{*+b}: 

AU = W, +Q = W, + AH b 

avec AU = €, AT * 0 (puisque le gai revient à la température T,)* 

D'où : W, = -AH to = ^C p (T^T 2 ) * C r {T 2 -T,). 

Pour calculer utilisons Le fait que la transformation (a| est îsentropique (puisque 
adiabatique et réversible) ce qui, pour un gaz parfait, justifie l'application de la loi de 
Laplace, que l'on peut écrire ; 

/fV ' 



- T, (y) ï 


w, = C,pT, 

[cr-i 
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; La compression en deux étapes conduit à h râleur optimale F - JV , P, ; remarquons que 
cdlc valeur cnnspond 

T ' T, (^) n - T'- 

On limite l'irréversibilité eu limitant réchauffement du pki, et le meilleur résultat «1 
obtenu avec des températures maximales égales lors de chaque compression, J 

Si l*on veut diminuer encore W, et se rapprocher davantage du cas optimal tW - W B X 

On peut augmenter le nombre d'étapes, e «1 -à-dire le nombre « d'étage* * du dispositif 

compresseur, chaque * étage» correspondant à une compression isentropique, suivie 
d'un retour isobare à la température ambiante. Graphiquement, cela correspond & : 



£n augmentant les étapes de compression, on diminue réchauffement à. chaque étape, 
donc l'écart de température avec L'extérieur. On réduit de ce fait l'irréversibilité des 
échanges therm tques avec l'extérieur à T, , ce qui rapproche d u cas réversible (cas opti- 
mal W = WJ. 


| On pourrait confirmer, par le calcul, la généralisai ion au cas d'un compresseur à rt étages. 
Notons maimenani P 6 er P^les pressions extrêmes, Tq la température extérieure et 
l'état atteint à la fin de la f* 7 ™ compression. 

Le lecteur vérifiera que L'on a ; 

•W. - <yT, ♦ T.-.TJ » 

p J + . 

*W B est minimale pour = este ■ , cç qui correspond à prendre les Pj en 

progression géométrique entre les valeurs extrêmes P a et P n ; 




; 00 retrouve bien, 1 la limite, le résultat de la transformation 


isotherme réversible. 
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P. Corps pur diphasé 


||) Vaporisation dans le vide 

Dans un rése tvm initialement vide, de volume invariable s 5 ■ 10" 1 «t 3 r on 
introduit deu* grammes d'eau Liquide, pris à la pression atmosphérique P Q = IÜ 5 Fa 
et à la température T :[} = 290 K. 

1» Le réservoir et son contenu sont portés à La température T t & 350 K (par L'inter- 
médiaire d r un thermostat). 

a, Déterminer léut d'équilibre de L J eau (la pression d'équilibre eau liquide-vapeur 

d'eau à La température Tj vaut P t (Tj) - ■ I0 5 Fa )♦ 

Quelle est l'énergie thermique absorbée par Les 2 g d'eau ? 

La vapeur d'eau sera assimilée a un g as parfait de masse molaire M - 18 g. 

On donne : R - 8,31 J - mol -1 - K""* (constante des gaz parfaits) ; 

C L = 4,19 kj K 1 kg- 1 (capacité calorifique massique de l'eau Liquide) ; 

Up(T|) - î 300 kJ ■ kg -1 (chaleur latente de vaporisation de l'eau àT t ). 

b. Faire le bilan entrcspique, 

2. À partir de l'état d'équilibre précédent on chauffe Le réservoir et son contenu jusqu'à 
Tj = 373 K (PJTf) = lü 1 Pa). Calculer l'énergie thermique absorbée par L'eau, 

Qn donne = 2 2-10 U ■ kg- 1 j 

capacité calorifique molaire i volume constant de la vapeur d'eau ; 

C v - 21 J mol- 1 - K- 1 . 

Ml. Ce J fa-üt savoir 

* Premier principe ; second principe. 

* Changement d'état : vaporisation de l'eau. 

- Chaleur Latente. 


Ml» CU f^ut doMpTfen^ye 

i. L'eau Introduite subit un chauffage et une vaporisât ion, partielle ou totale: il faut 
d'abord déterminer dans lequel de ces deux cas on se trouve. 

La quantité d'énergie thermique absorbée par l’eau se déduira de la variation de son 
énergie interne. 

On déterminera ensuite AU (et AS) en choisissant une suite de transformations réver- 
sibles menant à L'état Hnal précédemment déterminé. 
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* au = w + q 

Sur b transformation (a), W É - 0 
et àUj “ Qj = mC^T, - Tp,), 

Sur Eu transformation (b), W h = -P # {T|)(Vq- 
(et V 0 
et Q b 
d'oii: 

Doli 


Application numérique : Q =■ 3 n S4 kj. 


S! ' 

= W T i> 

A^-rm^TJ-P^TJV,. 

Q = mC L (J t - T 0 ) + m t l np { T,) 3 P ( (T,)V & 


1. b. Bilan ent repique 

D’après le second principe : AS ■ $ e +■ a (G = création d'entropie} 

où S t = y ' Puisque le système reçoit Téncrçic thermique Q du thermostat de tempé- 
rature T,, 

Calculons AS(E$ h» £ f j T Pour se faite, on utilisera le même chemin réversible que 
celui envisagé pour déterminer la valeur de AU, d'ob ; AS{ Eg — r Ê P ) » AS 4 + AS b . 

rSQ^ „ fi'i mC, dT 


rbQ^ lh . DimL.dT t fT,\ 

Am “■ = 1“^ = l,^r~ ’ mC i |0 (rJ 

C Tétât dü liquide ne dépendant ici que de la température}. 
D’autre part (cj£ point de cours) : AS^ s 

LVoii A&£Eq~ 4E f } b fliC L ln^^ij|4 


u?sïx£ü 


c = A^Eo-^Ef)-^ 

l i 


<8 

+ -J- 

T i 

mC L (T, 

-T 0 3 + %W 

T| 

a - i 

' ftrC 

l H 

['•© 

t-^ï 

y™ 


)- F t (T L )V 0 


Application numérique: tJ = 0,139 + 0,45? = 0^ J - K 4 , 

SI on compare à la transformation réelle, on peut remarquer que le premier terme cor- 
respond au chauffage irréversible de l'eau liquide, et le second à l'irréversibilité de la 

P/T.J-V, R , ,, 

vaporisation j — — — = ne concerne que la masse d eau vaporisée, , , 
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2. Déterminons d'abord l étal d'équilibre iltriJW : b tempérai rue augmente p4u, cl la 
pression maximale de vapeur est plus que doublée : la masse de vapeur d'eau peut aug- 
menter tris notablement, et il est probable que l'eau va se vaporiser totalement, 
Vérifions-le en calculant la pression ai [cime dans l'hypothèse d’une vaporisation 
totale de 1 1 eau ; 


P = — î = M® ^ < P ^ T î>‘ 

L’eau est donc totalement vaporisée à la pression P g = P. 

De même que précédemment, le volume reste invariable, donc W = 0, et Q = AU, 
Calculons AU pour la suite de transformations suivantes : 

U') : Vaporisation progressive de l'eau liquide restante à T, et P^T, ) constantes, par 


augmentation du volume: transformation N 
(V) : Chauffage de la vapeur de {T ( , P^T,)) 
Q = AU = AU,. + AU*, 
avec AU,. » A(H-pV) = ûH B *-P t (T(' 
ou AH,- = (m- m â )^<T,) 
(vaporisation du liquide restant) m, masse 
de vapeur dans l'état d'équilibre précédent 
(m t =lA2 g) 

AV = V'-V^ 

et (la vapeur est un gaz parfait) : 

P,(T,)V' s £j RT |i P ,( T |) V 0 “ jf»T, 

Ht — m * 

soit finalement : P,(T,) AV - — ——*111,, 
M 

C v 

D’autre part AU*- = ffi— |T 2 -T,) (G 


à (Tj, V„) : transformation B' — ► 
)■ AV 


Pj 

P, 

Li 't /"N 

\"L E f 


" T"' ' " 


P.(T,) 

/ 


/ B 

: 1 

: i , 



v„ v V 

^ rapporté à 1 mole). 



Ce qui donne 


Q = àU - (», - 5^!) + m^a, -T, ) 


Applkûtion numérique: Q * I 233 + 53,7 tes Q # 1,29k!, 


Détendeur 

On fait subir à du fréon une détente de Joute-Thomson à partir d'un état correspon- 
dant au liquide de saturation (tempêta bure T t = 303 K ) et qui L'amène à un état de 
température T E - £37 K. 
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D’iulne part* dans cet état final, T = Tj = 237 KîotA c - ft L (Tj) = 387 kj-kg _l 
et h D = it,(Tj) ■= 556 kl ■ kg"', soit : 


^ fcf <r - ^D r 

Le point figuratif B se situe donc entre C et D sur le palier de vaporisation. L'état final 
Sera Celui d J un mélange liquide-vapeur à la température T 2 et à la pression 
Pi = $ ■ 10* Pa. On a donc : 


avec H, ip = rn^h^Tj) et 
Soit en introduisant le titres en vapeur : 

w ¥ip = xm = je 1 (w a 1 kg), d’où ; h f s jefqTj) + (î -jc)ii L (T J ) 


€t 


VACQ 

MT^-M^) 


Application Homérique l x 


448-387 61 

556 - 387 ^ I m’ 


X = 0 , 36 . 


■ Variation d'entrûpie massique : 


Il s'agit de calculer As ■ s# — ^ ■ entropie massique dans l'état final). 


On a *£ s sJTj,) et % = xi^Tj) + (1 - r)s L (T 2 ). 

App/rcfltfiîPf numérique : 

As = [0,36 k 4,776 + (1 - 0,36) x 4,061 1 - 4,286 =S As = 33 J kg-» ■ K ] . 

Ce résultat traduit (irréversibilité de la détente I ci. second principe), 

2, La détente se caractérisant pur Ah = § C^n = fe A L calculons A h en suivant le che- 
min réversible A -* C — ► B t Ali s= (ft c - Jt A ) + (Ji B - Jî c ), 

■ Pour le liquide de saturation (à — * C) : 

AMA->C) = C[ (T j- T t ) où C[ est la 
capacité thermique du liquide juste sat urant que 
l'on confondra avec C L donné dans dénoncé, 

* La transformation C->B s’effectue sur le 
palier de changement d'état, Elle correspond & 
une vaporisation partielle et réversible d'une 
niasse x kg de fluide pour une masse initiale de 
I kg de Fréon liquide, d'où : V 



AA(C -> li) = xi^Tj). 
Au total Ah - 0 - qfTj-T^+xUfTi) 


qfT.-T,) 


W T *> 


, *• ^ 0,92 (303-237} 

ApplicafnJir numérique : x = ^ L 4=S JC = 0,36, 

lM 
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Exercke èîî « 


Il Pour calculer 11 variai ion d'entropie magique, reprenons le thefnm réversible 

AHrC“i>B: As * Ai{A — »■ C) + Ai{C — ► B)» avec:: 



As(B^C) s {changement d’état réversible). 


D’oIj 




Application numérique : As = 


0,3b x 168 


O As - JO ï K-> *kr 1 ' 


3. On constate que les résultats obtenus en L*t 2, concernant le titre x en vapeur et b 
variation As d entropie sont très proches. Ceci n'èsl guère étonnant puisqu'il est pos- 
sible d'évaluer les grandeurs C, et fournie au 2+ à partir du tableau de valeurs 

thermodynamiques proposé au I . 

Ainsi on a : ^(Tj) s h w [T 2 ) - s 556 - 3®7 =* J^< T a ) = 169 K] Jcg" 3 

ou encore ^ P (T 2 ) 3 Tj[î v {T 2 ) ™ s L {T 2 )] = 137 x {4,776- 4^ Obi] 
soit ^«^W-llï’ 1 - 

De même, on peut considérer que Ton a, en première approximation, pour k liquide 
de saturation : fi L (T,) - ft T (T, ) # Cj/Tj-T,}. 


„ VO^-MTiï 44&-3S7 ^ 

On h tionc t c t 1 — T — - ■= jojTBÎ ; <V-n.nki.kj-i. 

Ces valeurs sont bien en accord avec celles données à la question 2. 


Soulignons en/in que Ton rencontre des détendeurs de ce type dans des machines fri- 
gorifiques- 


Évolution isenthalpîque 


(S) !<$> 
p 0 . r, ; p„, t 2 

^ 


Un récipient cylindrique horizontal est fermé par 
un piston pouvant coulisser sans frottements. La 
pression extérieure est maintenue constante et 
égale à F 0 = I atm. 

Le récipient «t initialement séparé en deux com- 
partiments par une paroi adiabatique escamota- 
ble, Le compartiment de gauche contient de l'eau liquide saturée {m t = l kg; 
P 0 3 1 atm ; T x - 373 K), celui de droite est rempli de vapeur d'eau (m 2 = 2 kg ; 
Pu - 1 atm ; T 2 = 478 K), Le piston et les parois du récipient sont adiabatiques- 


paroi F 
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On supprime La paroi F (sans apport de travail). 

On donne Les valent* numériques des enthalpies massiques (A) et entropies massiques (s) : 


P* = 1 atm et T = 373 K 


b UOÊ kJ ■ kg- 1 - K“* 
ï ¥ = 7,354 kJ ■ kg' 1 - K -1 
, = 7,847 kJ ■ kg-* • K" 1 . 


p L = 415 kJ kg- 1 
|a ¥ B £ m kJ kg- 1 
P 0 = 1 atm et T = 47ft K; ■ 2 SÈ4 kJ ■ kg-* ; 

1. Déterminer l'état d'équilibre final du système. 

2. Calculer La variation d'entropie AS. 

3. Exprimer également cette variation d'entropie AS en fonction notamment de 
C^lTi) et de t# r capacité thermique à pression constante de ta vapeur (on considé- 
rera que C* est constante sur L'intervalle [ T t J 2 | ) + 

Évaluer / MJ[h (T t ), C pj puis AS. Conclure. 


11. de ^U ] i3 {2kM\ savoir 

* Premier principe. 

* Changement d'étal liquide — i vapeur : fondions massiques ft(T, x ) et f(T, x)< 


mt. Ce il qoMpreh<Jre 

I# le système va évoluer vers son état d'équilibre en échangeant uniquement du travail 
avec l'extérieur (pression P 0 ), Il suffira donc de traduire 9e bilan énergétique à l'aide du 
premier principe, lequel doit se réduire Ici à h conservation de l’enthalpie (Prêtant 
également la pression dans les deux compartiments avant la suppression de la paroi). 
Pour l’état final.il faudra faire une hypothèse : on pourra, par exemple, considérer qu’il 
correspond à un équilibre liquide-vapeur ( P 0 = I atm et T * 373 K ). 

2. Les états initial et final étant connus, leurs entropies se calculent aisément (l'entro- 
pie est une grandeur extensive). On doit trouver une variation AS positive {ef second 
principe en l'absence d’échanges thermiques). 

3. On prendra un état de référence associé au liquide de saturation (P 0 ,Tj). On lui 
attribuera une entropie massique î ü . On calculera les entropies des états initial et final 
à partir de cel état de référence. 


Jy Solution 

1. Le système est Ltiermiquement isolé de l’extérieur (parois adiabatiques) et ne reçoit 
donc aucune énergie thermique (Q =0). 

D'autre part, les forces de pression extérieures (P,) lui fournissent le travail mécani- 
que W tel que: W b ^P 0 AV = -P 0 (V 2 »V,) 

(Y, volume total initiai» V ; volume final). 

Le bilan d'énergie ( premier principe) s’écrit ici : 

AU S ü r O, g -PatVj-V.) (Q~0). 
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Exercice «3 


Soit encore : (U 2 + P 0 V 2 ) s (U, + P^V,). 

Or la preaion d'équilibre en fin de transformation est nécessairement P fl (équilibre 
mécanique) ; mais est aussi la pression dans chaque compartiment avant la suppres- 
sion de La paroi, Les quantités (U, + P„V,} et (U 2 + P 0 V 3 ) représentent donc les 
enttialpies dans les états initial et final- La transformation «caractérise alors par l'inva- 
riance de l'enthalpie du système. 

| À H = 0~| 

Lxnthalpic initiale est donnée par : 

if| ■ j-l |( eau liquide sal urée) + H|( vapeur d'eau) 

Soit H, = m t h L &73 ) -f «A( 47»> ■ 


L'état du Huide dans les deux compartiments 
est représenté sur le diagramme {P, V) par Les 
points A d b. Imaginons que l 'état final puisse 
être associe au point C (litre x en vapeur), ce 
qui impose une température T = T ( (et 
P - P 0 ). Uès lors, l'enihalpic finale cotres* 
pond à celle d’un mélange liquide-vapeur, de 
masse totale nt, +■ soit : 

H 2 = [xb r (373) + (1 -x)A| > ( 373)](M| + (Wj). 



La transformation étant isenlhalpiquc, il vient (Ht = Hj)’ 

m t h L {373} + m 2 )r,(47fi) 


jr^(373)+(l-jf)li L (373) ; 


Uoü ; 


ï[^ r <373)-h L { 373)1 


| W|ft L (37J)+ ffljfc w (47S)] + w 2 )A l (373)] 


Finalement 


nj i [ft T C47S>- ^(373)1 
im l + mi){h.J$73)- Ji l (373)] 


( 1 ) 


Appücafio» numérique : 


' ‘ °- 73 (o " ‘ bie " ° SjrSI) ' 


L'état final est donc celui d'un mélange liquide-vapeur : 

Fa s Utm; T = 373 IC ; 
x - 0,73 ^ m M = 2,1 4 kg» = G»8I kg- 
2* La variât ion d'entropie du système est AS = Sj-S, avec: 

S, - S s (eau liquide saturée) + $ ( (vapeur d'eau) 

soit Sj 3 ib, 1^(373)+ m 2 s T (47fl), 

et Sj = (m, + W 3 )C» f (373) + (l -*)s L {373)J. 
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D’où 


AS » (ni, + JJij)[xJ v (373) + ( I - *>j l < 373>] - m 1 * L (373) - ïMj* ¥ (478) 


AppIicatiQn numérique - r 

En utilisant l'expression (I) définissant la valeur de X> nous obtenons : 

AS - 0,135 kj K -î , 

La transformation envisagée s'accompagne d’un accroissement de Tentropse du sys- 
tème conformément à l'expression du second principe : 

AS - S É + <T (o = création d’entropie : O > Û ) 
avec ici S e = 0 {transformation adiabatique). 

On doit bien avoir AS - tJ > 0. 


3* Appelons l'entropie massique du liquide 
de saturation dans l’état (T M P â ) : point A, 

Dans l'état initial, nous avons : 

S 3 e wi,s 0 + m 2 s B 

où f B * (||-v)+(Ia'-^ + »a 

l (X ) 

avec s A — îq ci = % F™ àtù- 

nition de La chalrur latente de vaporisation. 

Soit S, = fît | + m i ^ + (jg - S v ) 



V 


T 

Or s ft - s A r - Cpln ^ (B et A' correspondent à La même pression P fl et à des tempé- 
ratures différentes T , et T 2 ; de plus on suppose C P = este). 


D'où : Sj ■ («i + + C p ln 

I un titre x en vape 


■ L'état final est associé au point C, et à un titre x en vapeur et à une masse totale 
m ■ m. + m, ; 


Sf = < m i + m 2>l 


AS - 5 r - Sj ■ (m* + m 2 ).* 




( 1 ) 


» Évaluons f ¥(p (T, } et C P : 
on a : 

U< T |) * ^CT,Ï-A L (T,) ^ h v {m)-h L Q73)=> S 2 2&6kJ kg^ 
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Exercice os 


IL reste à calculer la masse de vapeur formée, Celle-ci est assimilée à un gaz parfait, 
d’où : 


MP-, 


La masse de vapeur Srrt r correspond alors j un volume 8V tel que : 5m J = 

“j 

Or la pompe aspire pendant dr un volume SV s Dd/ (D = débit volumique) sait 
encore une masse de vapeur : 

Sm' * jj^Ddf et 6ffl - fifn' + Bffi'' ■ Sm^l + = ^1+^1- Bf 

d'où la loi d'évolution de la masse m d'eau liquide : m ■ m# - j ■ r. 

L s eau liquide aura donc complètement disparu au bout d 3 un temps t, : 

ffla 

m s O^t, = 

m 

Application numérique. 1 . 


m Q RT t 




335 


50x831 *273 

18x600 x lO" 4 335+2 540 


3 h 24 min. 


^ s Eau liquide en équilibre avec sa vapeur 

On considère de l'eau liquide en équilibre avec sa vapeur i La température 
T 0 = 394 K et à la pression P 9 - i atm, la masse d'eau est m * 9 g, et le volume 
total occupé par L r eau est V 0 = 4,7 L. 

1. Déterminer Le titre en vapeur du mélange. 

2. On plate Le système dans un thermostat â La température T F = 47 B K. Déterminer 
l'énergie thermique Q fournie par le thermostat dans les deux cas suivants : 

a, si L r on maintient la pression constante légale A Pj) ; 

b. si Le volume est invariable. 

3. Commenter Les résultats du 2. a, et 2* bu 

On donne., pour L'eau, Les valeurs des volumes massiques de La vapeur saturante (v ¥ ) 
et du Liquide de saturation {vJ, ainsi que les enthalpies massiques cônes pondantes 
(fr.,et* L ) : 

|X = 858 dm 1 kgr 1 ; K * 2 710 O kg - 1 ; 

* T = 3S4 K 

| v L = 1,06 dm 3 ■ kg- 1 ; h L = 509 kJ ■ kg- 1 j 
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•T = 412K ^ = 522 dm* kg 

* T =■ 478 K it pour un volume massique de 522 dm 3 kg 1 * on a : 

h = h* = 2 870 kJ ■ kg-* et P = r * 4,1 atm ; 

* T ■ 478 K et pour une pression P = 2 atm, on a : 

h = k" ~ 2SMkJ-kg-K 


‘I Solution 


1. Par définition.,, le litre en vapeur est donné par la 
relation r 4 P 


Ikg 



D'autre part, en désignant par m L la masse d'eau liquide, 
nous irons: 


IR S ttl L + m v 

V, s v L m L + m v . 



V L V 0 *V V 


Soit encore : v A a — ? = vr(i -*)+■ v„x 

w? 

(où v a représente le volume massique « global *). 



Application numérique : 


v t = 1,06 dm 3 - kg -1 1 v v = 858 dm* ■ kg -1 j 


D'où 


522 - 1,06 
85fl - ] ,06 ^ * 


Q,6i. 


4,7 

9 ■ 10’* 


522 dm 3 ■ kg~ ] . 


2. a. U pression est maintenue constante P = P c , 
et la température finale Tp - 47® K est supérieure 
à la température de l’équilibre liquide vapeur 
(pour une pression P t ). L’état du système (ramené à 
l'unité de masse) passe d’un mélange liquide- 
vapeur ( point A) à celui de la vapeur (point U), 
Appliquons alors le premier principe au fluide : 

AU - W^ + Q 

Le travail extérieur s’exprime simplement par 
W f3(t = -P 0 AV t d'où : 



W œ - -PitV^V,). 


Soit une énergie thermique Q fournie par le thermostat : 

q » U,-U 6 4P 0 <V p -V 0 ) = (U F + P ( V f )HU s 4P^ 
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Exercice éîs * 


Or P, = P, = P ( 


H^Ur+PpVp-Up + P^ 

H ( = Uj+ P,V ( > t^ + PoVi 


Finalement Q = H F - H, {transformation isobare),. si en désignant par h les enlhal- 
ples massiques : 

Q - mlhf-h^ 

h i èc ctkdte à partir des valeurs h v et It ^ des enthalpîes massiques de la vapeur saturante 
et du liquide saturé, et du titre x en vapeur t 

/il = Mh„ + (\ -x)Ji L , 

Quant à h T U s'identifie à la quantité h* t d'où ; 

Q * m[fc jr -Jch T -(l-ac)'li L ] 

Application numérique : 

Q - 9 L0 J (2 S9G- 0^1 x 2 710-0,39x509] =*Q » 9,38 kj. 


2. b. Cette fois-ci, le volume reste égal b V v et le premier principe s'écrit : 
AU » Q => | Q « m(a F — üj) 


où u F et u , désignent les énergies internes massiques dans les états final et initial. 

Létal initial est toujours associé au point À. 

Pour Péta t final, on a un volume massique v<,et une température T f = 478 K supérieure 
à celte du poinL A' { T A - 412 K d'après les données) : cet état correspond à un point 
tel que 1" pour lequel l'entKalpie massique vaut h' et la pression V' = 4,1 atm. 

Or (* P ■ J«f-Pf v f avcc b \- " P F ■ P" P 4 

et v F s v Q , Soit: { dp = ll'-P'Vj, 

De même u x a h } - P, vq avec 
ft| S + -*), P| = P fli et Vj = V(f. 

D’où 




Application numérique ■.€}-&,! kj. 



3. Les résultats des questions 2. a. et 2. b, nous montrent que Téneigie thermique four- 
nie par le thermostat est plus grande pour la transformation à pression constante que 
pour la transformation à volume constant ; 

- dans le deuxième cas, l’énergie thermique reçue s’identifie à la variation d’énergie 
interne (volume constant)* soit Q 2 = Up-Ujï 

- dans le premier cas (P = P ü ), on a ■ 

Q, + W Ml = * (D^U.J-W^ 

U différence entre Q ;! et Qj provient donc pour l'essentiel de La quantité (eu effet, 
pOUÎ la vapeur assimilable à un gaï parfait, Ofi aurait = D|>> puisque 


46^ 
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T f - Tp = 47ft K j. Or dans cette dernière transformation, ]e volume augmente etw a , 
«r défini négatif, de forte que Q , > Q 2 , comme i] se doit. 

On a W„ t = -P a |m(v F ^ir a )]. 

Les tables donnent v f - 1,19 m J ■ kg 1 (pour F = P* = 2«tm et T = T F ), 

D'oii W„ t * -% lü ! X 9 ■ HH(U&- <WU) =*■ =■ -1,20 kj. 

Or Qi-Qj = 9.35 -&J8 = l.L7k|. 

Il y i bLen accord (Q, - Qj - -W M ). 


^ Détente isentro pique de vapeur saturante 


1„ On donne pour L'eau les valeurs des enthaLpies massiques, as&ooêes aux états Liquide 

et vapeur, à des températures différentes 

J x - +18 K ; fr L = -6 10 kJ ■ kg-» î A, - 2 739 kJ kg- 1 ; 

Tj - 373 K ; h L - 41F U - kg -1 ; h, - 2 67S kJ ■ kg- 1 . 

On admet que pour les températures considérées (T ^ 470 K K La chaleur latente de 
vaporisation de l'eau f , w varie linéairement avec la température T. En déduire L'expres- 
sion numérique donnant / wp (T) exprimée en kJ ■ kg’ 1 . 

Z * On considère de la vapeur d'eau saturante (température T < 470 K). On Lui lait 
subir une détente isentropique. Montrer que cette détente s'accompagne d'une liqué- 
faction partielle ; on notera y le titre en Liquide du mélange. 

Donner U valeur de y pour des températures finale et initiale égales I et ^ . 


On supposera que La capacité thermique du Liquide de saturation est une constante L 
Pour Les applications numériques, on prendra C - 4.186 U kg -1 ■ K -1 , 

J. Sur le diagramme (P, T), L'état initial est p 
associé au point Â(P 1 , T t ), La pente | 

de la courbe d'équilibre % est Liée à La chaleur p 
latente rite vaporisation t va p par l'expression 1 
dite formule de CLapeyron : 

*rap m , OÙ V v et ir L - volumes 

massiques de La vapeur sabu rante et du Liquide ' T 1 T 

de saturation. 



Déterminer la grandeur caractérisant La pente en A de Lisent repique située 

dans ie domaine de La vapeur et aboutissant en A. 

Établir une condition sur ces pentes pour que La détente envisagée s'accompagne 
effectivement d'une liquéfaction partielle. Conclure. 


^9 
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H Solution 


1* A h te m pérature d'êq ni! ibne T, ta chaleur latente de vaporisation > rapportée 1 1 1 unité 

de niasse, est donnée par l l eüpfession : 

UCO = K(J )-MT>. 

On admet des variai ions linéaires: * et -fi T fûJt ■ fc T -ft L doit diminuer 

truand la température augmente i Ah tend vers une valeur nulle pour T — ► T : ■ ). Qn a 
donc : 

h T {T)-h L (T) - a- PT, 

Appliquons cette relation aux deux températures Tj et T a : 

ja-PT, a 1739- 6IÛ=> f Vï - 418(1 =. 2 129 » 

[o-^T,- 2675-419=» |a-373p = 2B6 r- l wp (T J ) 

La résolution de ce système conduit à : 

P = = Mtt-kg-’-K- 1 et a = 3 3»kJkgL 


D'où 


) ki -kg- 1 


2. La détente va s'accompagner d'une aug- p 
mentation du volume et d'une diminution de 
la pression et de la température. 

Supposons qu'elle s'accompagne effectivement ^ 1 
d'une liquéfaction partielle (A — ► 11) et écri- 
vons que l'entropie dans les états « À » et • B j* ^ 
çs.1 la merrte (températures respectives T et T*)- 
Or la variation d'entropie sur le chemin A — > B associé à la détente est la même que 
sur le chemin A — * A' — i B' — * B (SéSt une fonction d'état). On a donc : 

AS(A -> B) = àS(A ~+ A') + âS(A' ~i B') + AS(B' -» B). 

Et d’apres la définition de la chaleur latente : 

/ (T) 

A5(A' -4 A) - — — (pour l'unité de masse) 

/ (T 1 ) 

D'autre part, l'état du liquide de saturation ne dépend que de la température d'équili- 
bre T* La Variation d'entropie sür le chemin A f -* i' e$t alors donnée pif {lOLLjüur4 
pour l'unité de masse) : 



AS{A* -* B # ) - Cln 


(?) 


(C considéré comme constant). 


Soit au total : 
AS(À -* B) = 


Î^Lü-r>!=fL Cln 


(?) 
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La valeur dey (si elle existe) est donc définie par la relation : 


Cln 



T 


Supposons alors T' infiniment voisin de T; T* - T-t (E>0 été « T }. 


La détente, à partir de Tétât caractérisé par T, amorcera une liquéfaction partielle pour 
>-{£) > 0, soit pour : 



U< T -e> ±a£H >0 

T-e T 


U) 


Or 




et : 


^(T-e) _ ^ P (T) = , i 1\ ^ çtç 

T-« T = 


La condilion ( I ) s'écrit alors : ^ C + > O 


c'est-à-dire 



3 309 

Application numérique : T < — — — =* T < 790 K, 

L'hypothèse faite [dé l’eau liquide apparaît) est donc vérifiée, fl faut également noter 
que la température critique de l'eau est déjà inférieure à cette température limite 
(T c -«S0K>! 

Cependant, l'expression donnant f VJf1 n'est évidemment plus valable à ces températu- 
res, on aurait en effel : 


1^(650 K) = 3 309-2,82x650 - Î480kj kg’ 1 
alors qu’elle devrait être nulle ! 

Faisons maintenant T = Tj s 418 K et T* » T 3 » 373 K. 


y - 


4 s 186ln 


UisJ 


2 256 2 129 
373 413 


2256 

373 




7$ ■ w-K 


3, Pour calculer la pente -p? de Lisent ropb 

que associée an g 3 *- on assimilera ce dernier à un 
gaz parlait de masse molaire M [lest alors néces- 
saire que la température T, soit suffisamment 




isentropique 
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On ü (premier principe! : 

AU - Q + W avec W « -P^AV, 

Soit AU + P s AV s= Q =► A( U + I^V) s Q, 

Dans l’état initial et dans l h crar final, la pression du fluide est P„, et ta quantité U + P^V 
représente Leni ha] pie H de l’eau, soit : 

AH = Q r 

Pour évaluer AH, considérons la transformation réversible A -» A' -i B : 

AH - AH(A -* A") + AH(A" U), 

0r I AH(A» A') = -rn J lvp (T,} par définition de 

Iah(à # -*b) - mCj.iTt, - rq. 


D'où 


Qs mC L ÎT B -T 1 ï-u!J rt j(T 1 ) 


W - -P Q (V£ - tr,)ïfl 


en fait W ï P^v-i 


où v, et v D représentent les volumes massiques dans les états A {vapeur d'eau, 
Tj - 373 K, W =■ p 0 = I atm] et b [eaü liquide, T 0 = 290 K, P = P 0 = 1 atm]. 

Application numérique : 

Q = Q ( S[4,13(2W- 373)-226Ü]=îQ * - L 300 kj 
W * 1 0,$ x 1,67 X 1,013 10 S ^ W = 64,6 kj, 

1. b. Faisons maintenant un bilan eut repique en prenant comme système le fluide. 
Désignons par S son entropie. Le second principe s’écrit : 

AS = $ e + <r (a = création d’entropie). 

Le système « reçoit * L'énergie thermique Q du thermostat de température T 9 d’où : 


i Q 


w[f ,„ | t (T|) + C L (T| -T 0 >] 


D'autre part, le calcul de AS peut s'effectuer en reprenant le chemin réversible 
A — * A' -» B : AS = AS (A -* h*) + AS{A' -> B), avec i 

(-«UT ,)) 


AS (A - 
A5(À' 


- A') = 


► B) 


■i: 


T, 

T*mC, éT 


D’où : AS = 


T, 




Soit l'équation de bilan : 

-'"UCT,) , 


(changement d’état vapeur -* Liquide 
a température T,) 

(transformation isobare et dH = oQ 
avec dH = mC L dT) 

-<*■©■ 


O - Hll 1t .(T | )| 




*74) 
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Ce qui peut s'écrire O - ü , ^Gj avec: 


a, - — j > Û puisque T ( <T ( «^>®. 

Celte création correspondrait au seul changement d’état de l'eau. 


(celle-ci est associée au passage de l'eau 
liquide de la température T É à la tempé- 
rature 

Dans les deux cas, f énergie thermique 
est fournie par le thermostat (T 0 ), 

Application numérique , 


0,5- 



0,3 

0,9 



0,S 

1,2 ' 1,4 ' Jf 



T, 

<U 


% 


«, = C.S x 2 26 o(jL - 0.36? kl ■ K’ 1 

°> ■ 0 - sx4 - l *[(i- 1 J- ln (i5)] =!Oj = °- W2k,K "- 


Soit au total G - 0,939 kj ■ K -1 ^ <J = 0,94 kj ■ K' 1 , 


2> a» Là aussi, la transformation est monobarc mais contrairement au cas précédent, 
elle est adiabatique (et irréversible}- Elle se caractérise donc par la relation AH = 0. 
Imaginons que l’état final soit associé à un équilibre liquide/solide à la pression impo- 
sée d'une atmosphère et à la température T 0 = 27J K comprenant une masse «tarde 
glace et une masse (l -x)tn d'eau liquide. Pour déterminer Ml, on peut prendre le 
chemin réversible suivant : chauffage du liquide jusqu'à T 0 puis solidification partielle ; 
AH = AH(eau liquide : Tj T^) + AHfsolidification partielle à T^), 

AHÜiq : T L = mC L <T 0 -T,). 

AH(»lidification partielle à T 0 ) = nue (-i F (T„j). 

Soit au total : AH = ffjfCj(T a ~T,)-x/ F (T 0 )]. 


Cette équation détermine x : 


Cj.au- T,) 

* w 


ü) 


Application numérique : x = 4 >lfl * -26Q ) . x _ ^ et on est bien en présence 

d'un équilibre eau liquide-eau solide. 


2* b. Faisons maintenant un bilan entropique, le système considéré étant la masse m 
d'eau. 

Appliquons-] ui le second principe: AS = S t +^- 
Le système est thermiquement isolé de telle sorte que S e - 0. 
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Dans les. deux os* une particule chargée arrivant dans la chambre permet de faire Cesser 
localement le retard au changement de phase ; formation de goultekites (dans le cas de ta 
chambre Wilson encore appelée chambre à brouillard ] n formation de bulle» ( pou r la cham- 
bre à bol!»} — i matérialisation de» trajectoire» de ces particules chargées... 


(^Vaporisation à T et P variables 

Un cylindre (hauteur h - 0,5 m, section s - 0,02 m z ) est séparé en deux parties 
par un piston de masse négligeable, mobile sans frottement. Le compartiment supé- 
rieur contient rt = 0,3 mole d'air, et le compartiment inférieur une mole d'eau. 

L'air et la vapeur d'eau seront considérés comme des ga i parfaits, la pression d'équilibre 

fT- 273\* 

eau liquide-vapeur dfeau est donnée approximativement par P^(T) = P 0 .| ^ ^ 

avec P fl - 10 5 Fa. Le cylindre et son contenu sont initialement à La température 
T t v 300 K, et on chauffe l'ensemble de manière progressive (quasi statique}. 

1. Décrire qualitative ment l'évolution du système. 

2. Tracer la courbe d'évolution de La pression de L'air dans Le cylindre pour T variant 
de 300 K à 450 K. 

On donnera les valeurs numériques des températures particulières permettant de 
décrire cette courbe. 

Commenter 

fl SolulioJi 

1. Tant que L'eau demeure liquide» le piston mobile reste dans le « bas » du cylindre 
(volume de TeaM liquide négligeable devant le volume V = $h du cylindre). 

Ced suppose que la pression de l'air est supérieure à la pression d'équilibre eau 
liquide-eau vapeur pour La température T. Montrons que c'est bien le cas pour T = T, 

(Pflir(T l ) > Fh/T ,)) : 

* 1 mole d’eau liquide occupe un volume d’environ lâ cm ’. 

Or V - hs = 1X5x0,02 - K» 1 m* ail On a bien V doü : 

ïiRT, 

• P4r< T iJ - -^r (Vj, = V-V„ lk ,-V). 

Soit P >lr (T,) = ° J 0 5 ~ 3 Ô 02°° = 74 ‘ Bkl,;l = tî ' 75P (i 
or P*,<T,) = P, ■ ( 30 °|^ i75 ) J - 0.005P,. 

On a bien P + j r (T||) » , et donc l'eau est I l'étal liquide à celle température. 
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l£’ Machines thermiques 


Machines dithermes : les trois cas intéressants 

1* Péut-on réaliser an moteur thermique, une machine frigorifique, ou une pompe 
thermique i partir d'un fluide décrivant des cycles en échangeant de l'énergie ther- 
mique avec une seule source thermique rie température T, ? 

2* On dispose désormais de deux réservoirs d'énergie thermique {thermostats de tem- 
pérature T f et T c avec T c > T f ), Reprendre la question précédente et définir dans cha- 
que cas le rendement (ou l'efficacité) de la machirte en fonction notamment de T c , T r 
et de la création d'entropie pour un cycle Commenter, 

Application numérique: pompe thermique réversible pour Laquelle T F - 27 1 K et 
T c « 292 K, Donner La valeur du coefficient d'efficacité. 

Ml. Ci <311*13 f&ul g&voir 

* Premier principe - second principe. 

* Définition d'un rendement ou d'une cfficacité- 

M2> Cfc f%Lut 

Le fluide décrivant un cycle, ses fonctions d'état sont invariantes après chaque cycle. 
On u en particulier Al) lklkJ) .(cycle) = 0 et cycle) - O. D’autre part, la 

machine échange un travail W avec L'extérieur et une énergie thermique Q avec la seule 
source (de température TJ. M suffit atora d'appliquer tes deux principes de la thermo- 
dynamique, puis de prendre en compte les caractéristiques de chaque machine 
(W < 0 pour un moteur thermique, W > § dans les autres cas. .,). 

2, Le principe d'étude est le même que celui décrit dans le cas précédent (mais ü faut 
tenir compte des deux sources thermiques). Le rendement (ou l'efficacité) sera défini par 
le rapport de la grandeur énergétique utile - celle que Ton cherche à obtenir (en valeur 
absolue}- sur l'énergie prélevée (source non * gratuite » : énergie coûteuse à fournir). 

üy Solution 

î* Prenons comme système le fluide décrivant un cycle. Il est caractérisé part 
âUft-^cyde) = 0 tt AS flukk ( cycle) - CL 
Le fluide reçoit un travail W et une énergie thermique Q (delà source à la température 
TJ, ce qui implique : AU^cyde) = W + Q ( 1 er principe) 

ASfcit(cyde) - ^ -MJ (2 l principe) 

Doti les équations | W + Q - Q et Q c -7,0 ~| 

D’autre part, la curation d’entropie <J est évidemment positive : a > 0. 

La transformation cyclique du fluide conduit alors & : Q < D et W > fl. 
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Ainsi, un moteur thermique fonctionnant sur ce type est impossible (on doit avoir 
W < 0 pour que du travail soit fourni à l'extérieur), Il en est de mime d'une machine 
frigorifique, l'énergie thermique Q devant être prise a l'espace que l'on veut maintenir 
à basse température (ce qui imposerait Q > 0 ). 

Par contre, une pompe thermique est envisageable (W >0 et Q < 0 : de l'énergie ther- 
mique est fournie à l’espace à * réchauffer »). Cependant, une telle machine aurait une 

efficacité égale a l’unité t = ^ = + 1 cl ne présenterait gttère d'intérêt du point de vue 

de notre étude : c'eut en (ait le cas du radiateur électrique. 

2, Considérons maintenant une machine échangeant du 
travail W avec l'extérieur ci de 1 énergie thermique avec 
deux sources (source froide S F et source chaude S^h 



• POINT MÊTHOPE 

Les transferts énergétique* Wj Q c , Qp sont des grândcu rt algébriques ? rCÇUtS * par 
le système fluide. Si elles sont positives, c’est qu’elles sont effectivement reçues par le 
système ; lorsqu’elles sont négatives, c’est que le transfert correspondant s'effectue 
dans le sens système fluide —> extérieur. Ainsi, W > 0 implique que l’on doit fournir 
de l'énergie mécanique 4 la machine (c'est le cas d'une machine frigorifique}, et 
W < 0 permet de concevoir des machines fournissant du travail a l'extérieur. 

Le fluide décrivant toujours des cycles, il vient ici (pour un cycle) : 


f AU^ Ç ( cycle) = 0 = W+Q C + Q F 

^ lUiLdct tycle J = 0 — S c + tT =s faWfcl + 5ç(wnw: diau<fc| ^ 

Q-C Qf 

= q^+rr+a avec <T >0, 

l c h 

* M oteur thermique ; dans ce cas, il faut que W < 0 ce 

Qr Qt 

qui impose Q c + Q F > 0 avec — + — - -o < ü 
J c J r 

le domaine de points figuratifs dans l’espace (Q F , Q c ) 
correspond à la tout hachurée (cf, figure ci-contre). 


Unç telle machine fonctionnera donc avec 
Q c > 0 et Q F < 0, c’est-à-dire en prèle- A ■ droite d'équation ; Q c + ^Q F - 

de |,éner « i8 thermique i la aotirta A' ■ dfoita d'dquatûm ï Q c + Q f - 
chaude et en la restituant a la source froide. 



Qc 


W A' 

\ À 


Qf 
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l'efficacité est maximale 1 lorsque le cycle est décrit de façon réversible (<J — 0). 


e wr < - -j 

(tH 


b valeur de (e Mf ) ri¥ est d’autnnl plus grande queT F est voisine de T t (avec T F < T c ). 
Pour b pompe thermique, ce qui nous intéresse c'est l'énergie thermique fournie à la 
source chaud<\d où t 

_ z2s Q c = 1 

Fr “ w -q c + q f - ] + 


or 


Qf QlI Qf 

a q c " - T<; ‘ Qc " 


Finalement 



+_h2_ 

(-Qc) 


r h o „ _ 

la grandeur , est positive* et I efficacité est encore maximale dans le cadre de b 
( _ (!t t 


réversibilité {O = C), 



De même, est d'autant plus grand que Tj est proche de T c . 


Application numérique : s — soit s 15,4. Pour un même tra- 

192 

vaJJ utilisé, l'énergie thermique «t à peu prés quinze (bis plus importante que celle 
obtenue par conversion directe de travail en énergie thermique (radiateur électrique). 
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Exercice • 


Cycle réversible - Cycle irréversible 

Un gramme d'air, considéré comme un gaz parfait dç P 
masse molaire M = £9 g, décrit le cycle constitué de 
L'adiabatique CA, de l'isotherme A3 et de L'isochore SC. 

On prendra : y - 1,4 ; * T B » T, ^ 300 K ■ 

T c = T 0 = 155 K ; R = S r 3î J K" 1 mol 1 , 

1. Le cycle est décrit dans Le sens moteur et de façon 
réversible. Déterminer Les échanges énergétiques avec 
l'extérieur pour chacune des transformations, ainsi que 
le travail W T et l'énergie thermique Q T reçus au cours d'un cycle. 

Application numérique : donner U valeur de W* 

2. Le cycle est maintenant décrit en sens inverse, les transformations B A et AC 
demeurant réversibles. Pendant l'isochore CB, l'air est en contact permanent avec la 
source à La température T,. 

a- Quelles sont Les nouveaux échanges d'énergie 1 Application numérique, 
b. Déterminer U création d'entropie o lorsque le fluide décrit un cycle de transforma* 
tions. Application numérique. 

HL de ftmj i&vair 

» Cycle moteur - cycle résistant, 

■ Loi de Laplacc des gai parlai] s. 

» Premier et second principes. 

117. Cg cfu*i] fa,M^ cofoftreiicfre 

I* Un cycle moteur sera décrit dans le sens de$ aiguilles d'une montre ( < Q) r Les 
échanges énergéliqije se calculeront en prenant en compte les caractéristiques de chacune 
des transformations (adiabatique —t Q = 0;Lsochore-+ W = O ; isotherme — * AU » 0) 
er en utilisant le premier principe, la variation d'énergie interne s'exprimant simplement 
en fonction de la variation de température (pour un gaz pariait, AU ■ rcC.AT }, four 
l'isotherme, la détermination de W s'effectuera par un calcul direct. 

2* Le cycle est maintenant décrit en sens inverse, ce qui implique ■ — W T et 
Qt = _ Qt* Les échanges énergétiques, pour les trois transformations sont simple- 
ment changés de signe (AB et AC transformations réversibles décrites en sens opposé}. 
La création d entropie (irréversibilité) est en fait associée il la transformation CE. 

■> SûîuUoJi 

1. Le cycle proposé devant être moteur, il est décrit dans le sens rétrograde j 
A — * li — *• C — *• A, 



JS4) 
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w(a -* B)- -J B Pdv < a -w, w{c -* aï- -j & w > o «w 2 w w . k = w, +Wj < o 

Échanges éncrgéîiqu es associés è chaque transformation 
a) isotherme A -+ B : 

On a AU = 0 {gaz parfait )i„ et A U *= Qab + ^ab {premier principe!, 

Or SW„ = -PdV avec P = ^ =, 6W A „ = -(.RT, y 

d’où: W A „ = = -*R Tl ln(^] <V B = V 2 cl V A = V,). 

Exprimons les volumes Vj et V> en fonction des températures T 0 et Tj des points C et A. 
À cet effet, Q suffit de traduire que Ea transformation CA est iscntropique, soit : 

PVT s constante 

PV =* Vf- J ■ T = constante. 

— = constante | 

D-oi T.vr 1 - T,V»-' tt ^ 


L' expression du travail devient : 
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Exercice ui * 


fl) /î(tf here B -> C : 

Le volume est invariable, et aucun travail n'est échangé : W BC s O, 
D'où, d'après k premier principe : AU ■ = Q K +0; 


*w:Qk - “(T, -T,) (me C. = JC), 
ï) Is&rtrppitjue C ’ — ► A t 

H n’y a ptii déchstigc ther mique ce qui implique Q CA = o, le système reçoit alors le 
travail W défini par (premier principe) : 

= AU = jjC ¥ {T|-T 0 ) puisque T c - T e et T A = T,. 


Finalement = 0 et W CA - - — -{Tj ~ T ( ) > O. 

Au totale Ténei^ie thermique Q T et le travail W T * reçus * s’expriment par : 



On a bien W T + Q T s O (puisque sur un cycle, 

AU = 0 = W t + Q t ). 

D’autre part, le cycle est effectivement moteur, 

W T est négatif t 

Application numérique : 

1 1 
" " M 29 * 

- 2&b[ (ï00 - ,5î) - 30Oto (li)] : Wt ‘ - MJ 



Commentaires 


I .'étude précédente doit être çti iccnid avec te second principe. Le cyde étant -décrit de façon 
réversible, nous avons : fluide) » 0 ■ S t + 0 (tx = 0 ; réversibilité J. 

Les échanges thermiques ont lieu lues des [ransfornianonsÀB et BC, 

La transformation AB élam isotherme : 


» v _ 5ss 

y ( 


W£> 


la transformation BC est Lsuctuorc réversible, la température dé l’air évoluant Continûment 
des valeurs T , â U suffit alors d'imaginer q ue cette évolution s'effectue en mettant le syï’ 

téme en contact avec un nombre infini de sources dnnl les températures s'échelonnent entre 

T| etT fr Âinsi : 
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J 


< SS M„.*> = Y iK - »C.<*t I* w ■ 0). 

**>«W = " C -T “ <W>« “ ^iJr'f 

Oji ■ Ucn : (S lchBV ) 

AH + ® ®" 


J£J5\ 

r-i U > 


2> a> Les échanges énergétiques s'effectuent main- 
tenant en sens inverse. Les transformations AC et 
[LA étant réversibles il vient : 

Qac - -Qca = c * w ac “ -W ca 

QhA “ ~QaH & = "^AP 

Pour ta transformation isochore CB Le travail reste 
mil puisque Je volume est invariable, el les états C 
et B demeurant les mêmes nous avons : 



W^ B = 0 et Qcn = AlJ* = rC^CT, -T 0 ) = -Q sc . 

Pour le travail total el l'énergie thermique totale : 

Wj - + Wj^ +■ \V^ B - -W T (même cy^de décrit en sens inverse). 

Qt ■ Oie + Oba + Qcb = -Qt (pour un cycle W^ + Qj = 0). 


^pp/ifidtiOJi numérique : = 3ft J et Qj - - 38 )♦ 

2 + b. Considérons un cycle, La variation d'entropie de l'air correspondant si un cycle 
est nulle {même état initial et même état final) ; 

AS = 0, 

Or d’après le second principe : 

AS “ + (cf : création d’entropie). 

Les échanges thermiques se font avec la source thermique à la température T L {trans- 
formations CB et BÀ). D'où : 


Dts lors : <ï 


_ 

V 


91 

T ( 


Qcb + Qra 
T t 


Qt 

T, 


-K 

T, 


finalement 



Wt 

T,' 


{Cette quantité est bien positive conformément à f étude faite pour W T à la question 1.). 


Application numérique: ü = ^ =ÿ a = O.lî J ■ K 

1 | J 00 

l'irréversibilité sc si tue dans la transformation CB pour laquelle il y a un transfert ther- 
mique entre le système fluide dont la température n'est pas constamment égale à celle 
de la source thermique avec laquelle elle est en relation. 
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Or pour cette Transformation, le second principe s'écrit : 
A§cb ■ (S Uhv ) cb + 0 €S 


avec - -^7— (l'échange thermique se produit avec La source de EenipêT al- 

lure T t ). D'autre pari d'après La formule donnant AS pour un gjai parfait : 


â$e ê - prCjrtf î^ 2 1 = nCjnf P| 

XWl 

T, 


(V* = V t ) 


et ^ ^ ^ (gai parfait avec V H - V c ) 

*c l c l Ü 

D ’ où: " fnKf;)- 

Soit u ne création d’eni ropie : 

uR . /To Qcb nR _ . 

°« - “tT *•* Qcb» ^TT<T,-T e ), 

Nous obtenons donc comme ii« doit r = -.'^1 [l T~ ^ J + I n( j J ■ 


^ Cycle de Joule 

Un kilogramme d'air décrit le cycle thermodynamique suivant : 
état A : T 4 = 300 K, P c - 1Û* Fa; état B ; T„ P, - *P<> 
état Z:l 2 = 1 OÛÛ K, P t ; état D : T 3j 

transformations AB et CD ; adiabatiques réversibles ; 
transformations SC et DA : isobares. 

L'air est assimilé à un g a* parfait, de capacité calorifique massique à pression cons- 
tante t p et de rapport y = 1 .40- 

1. Calculer les valeurs des températures T, et T, pour Je - 10, 

Donner tahu ne du cycle en diagramme de CLapeyran {P en fonction de V), 

2. faire le bilan énergétique du cycle ; 

- quantités d'énergie thermique échangées ; 

- travail total : estril reçu ou fourni ? 

De quel type de machine s'agit'il ? Définir et calculer son rendement (ou efficacité). 

3. Les échanges thermiques du fluide ont lieu uniquement avec deux sources : 

- une source chaude à î* ; 

- une source froide i î fl . 
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■ Tjk y 


Application numérique: T, * S 13 K. 



V 


2i tVsur les transformations adiabatiques, Q A ft = Q c-t , D - 0. 

Pour les transformations i sobar e» Q = AH 

Qb^C - «C^fTj-T,) çf Q d ^ - nC r (T a -Tj) 

m . r Ry 
avec n = — et C n = — 

M r y - 1 

Déterminons le travail total ; Je gaï décrit un cycle : 

AU - Ô, 

D'après Le premier principe, AU ■ W 4 Q. 

On a donc : W = -Q = -Qu _*ç- Qd -*a * 

| 

• Point cours 

Le cycle est décrit dans le sens rétrograde da ih te diagramme de Cia peyron. Le travail ■ 
total est donc fourni à ikxtérkur ( W < 0 ). D'autre part. Faire du cyde correspond il j 

|W|. 


Il s’agit donc d'un moteur dont k rendement p est défini par : 
quantité utile obtenue 


quantité * onéreuse » fournie 

P ~ ~r 




D'ûù 


T.-T, 


ÀpplicatiQTi numérique ; p ■ p ( ■ 0,43- 

3* Le cycle étudié n'est pas réversible, les échanges d'énergie thermique avec les sources 
ne l’étant pas <T,^* 
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Exercice u* 


I, Le fonctionnement irréverablcdc la m*hiine doit nécessiter un apport de travail élec- 
trique plus important pour faire passer La température de La pièce de T ç - T tI à T F 
(W |rr > W r ). 

3. 1 faut, par rapport au 1., modifier le bilan d'énergie relatif à la pièce et tenir compte 
des échanges thermiques directs entre l'air extérieur et h pièce 


SolxtÜoh 


I. La température de la pièce via évoluer de la température 
initiale T u à la température finale Tp. Au cours d'un cycle 
donné, la machine reçoit le travail SW, l'énergie thermique 
5Q de la source chaude (tir extérieur) cl l'énergie thermi- 
que &Q* de la source * froide * (La pièce à refroidir). Son 
fonctionnement est du lype ù machine frigorifique * de 
tdk sorte que : SW > 0 SQ J >0 el $Q < 0- 

Sur un cycle, le premier principe s'écrit (AU ■ 0) 

SW + fiQ + SQ^C (1) 



En supposant de plus que la variation de température (sur un cycle) est suffisamment 
faible, te deuxième principe prend La forme (cas de la réversibilité) ; 


/■% + -rr\ a) 

&1L 60 = 0 

Il reste à traduire que la pièce se refroidit sous l'effet du prélèvement d'énergie thermi- 
que SQ J . Appliquons-lui le premier principe. 

dU( pièce) = CdT = -SQ' (J) 

Intégrons ces équations de l’état initial (T * T es ) à l'état final T ® Tp, 

(L) donne : W + Q + Q' = 0 
(3) devient : Q = -OT f -T w } 

(2) se transforme en : SO = -^rCdT => Q = €T„ J T 

d'où :: Q = -CT es Ln^ïj, 

Le iravail électrique total à fournir à la machines pour valeur: 
w r - C(T f - T„> + CT„ Ln [ 


Soit encore 



Appiict tiùn nutnttûjut t 


W. = 5 1 JP X 2 


l Fl«fî2S't 

fi 2W YI 

v u«J 

t m)l 


► W = 212 M 


494) 
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* Le temps T nécessaire pour faire passer la pièce de la température T„ à la température 

W, 

Tp est alors ; T = — ^ T = BlB & = 14 min. 

2, La machine fonctionne maintenant de façon irréversible. Reprenons le second prin- 
cipe appliqué au fluide décrivant un cycle : 

ôS( fluide) = 0 = SS f + So 

T 

cycle L_*. création d'ent ropi e pottfre 

Ot SS f = Soit 0 = ^ + §9L # +6 ü. 

Or £Q' = -CdT (4 {3}) =>Q' « -J^CdT - C(T„-T P ) 
et ÔQ„ = T fiK Cy -T 4ï ôa 
D'ci. Q h = €TJh(^)-(jT„, 


cr est la création d’entropie totale traduisant Irréversibilité de la machine. 13 en résulte 
un travail électrique W ]rT tel que : 

W irr = -Q-Q' - - C(T„ -T f ) + CT^Ln^j + 


Finalement 


W irr“ W r s T„<* 


Le travail à fournir est bien minimal ( W r > 0* W irr > ü et O > 0 ) dans le cas d’une 
machine réversible : W Jrr > W f . £t pour une puissance <f alimentation constante 
( f = constante ), il faudra plus de temps pour amener b pièce à température... 


3. Le premier principe appliqué à la pièce s'écrit î 
dU ■ CdT = -SQ' + SQ,. 

Ainsi, la nouvelle expression de 8Q* est : 

SQ' = - CdT + Jj(T ci - T)dr. 

Soit, dans le cas d h un fonctwnnrment rémsibk de 

h machine ; 


0 - soîi *Q„ . -ÏSfiQ'. 



M ■ machine 


De plus (premier principe) : SW + £Q ca + SQ' = 0 pour un cycle. 


D N où 


c* = SW 
9 dr 


SQ^ 
àt àt 
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a* Déterminer l'efficacité t\ de La pompe à chaleur : on utilisera les valeurs numéri* 
pues Fournies dans le tableau de données présenté d-apiès, 
b, faire un bilan d'énergie, 

2. Afin cf améliorer l'efficacité de la machine, on modifie l'état final de la transforma- 
tion Z -* 3* En 3, le fluide est désormais dans l'état liquide é la température 
V - 40 "C et sous la pression P = 15,2 bars. 

Donner la nouvelle valeur du coefficient v\. 

Tableau de valeurs : 


iCc) 

P (bars) 

Al 



5 *C 

3,5 

V 

157 

0,565 

60 “C 

15,2 

61 

17S 

0,552 

40 *£ 

15,2 

39 

- 

- 


h L et h v (enthalpies massiques du Liquide de saturation et de La vapeur saturante) en 
kJ ■ kg -1 ; 

j ¥ ( entropie massique de La vapeur saturante) en U - kg -1 > K " 1 1 

capacité thermique â pression constante du gai Fréon (au voisinage de f - 60 °C ) 

C p = 0,879 kJ - kg-* K" 1 ; 1 bar = 10 5 Pa. 

J 1. Ce efu’ij fauit savoir 

» Machines thermiques. 

* Détente isenthalpique, 

* Transformation isobare. 

* Premier principe et écoulements. 

12. Ce ^u ? i3 fVüt dQmprehdfre 

1. La pompe à chaleur prélève une énerve thermique Q & la source froide ( id l'air exté- 
rieur), fournil l'énergie thermique Q" à b source chaude (h maison) et absorbe un tra- 

ÎA'l 

vail W au niveau du compresseur. L'efficacité de la machine est définie par q = La 

détermination des grandeurs énergétiques Q 1 et W peut s’effectuer par 9a connaissance 
des enthalpies massiques A |h hj et h y Les valeurs de fr, et % se lisent directement sur le 
tableau, tl reste donc k calculer fcj et par là- même la température tj du fluide dans cet 
état. L'évaluai [on de t' 2 $e fera en déterminant la variation d'entropie entra les états 
(fj , P 2 ) et (fi, Pj) et en se rappelant que la compression est isentropjque. 

2. Dans la deuxième question, le passage dans Le condenseur s'effectue avec un refroi- 
dissement supplémentaire ( f 2 - 60 *C -* f = 40 *C ) OC qui augmente la valeur de 
l'énergie thermique transférée à la maison. Le travail nécessaire restant inchangé (les 
états 1 et 2 sont les mêmes), l’efficacité de la machine s'en trouvera améliorée. 
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Exercice &4& h 


■> Solution 


*s m 


li 3. Nous avons représenté ci'contre sur un dia- 
gramme (P, V) le cycle décrit par le fluide (cydc 
rapporté par exemple à I ’unité de masse de fréon }, 

* I 2 correspond à la compression adiabatique 
réversible, le compresseur recevant un travail 
extérieur W (par kg de fréon). 

Fig. 1 y 

■ 2 — » 3 est une tra nsfennation isobare s'effectuant 

dans le condenseur qui absorbe l 'énergie thermique Çf prise au fluide (par kg de fréon). 


* 3 — * 4 est une détente Lsenihalpique où le fréon se vaporise en partie ;le titre en masse 
de fréon liquide passe de la valeur x = I à une valeur 0 < * < I . Cette transforma- 
tion sVicctue sans échanges d'énergie thermique et de travail avec l'extérieur. 

* 4 I est une transformation isobare s'effectuant dans l'évaporateur. Un kg de fréon 
prélève une énergie thermique Q > 0 à l’air extérieur (source froide). 


I .■efficacité est définie pdf + 


1 


énergie utile fournie 
énergie dépensée 


Soir encore x\ s 


q ; 

w 


Q ’(2 -¥ 3 ) 
W {1 ^ 2 ) 


( 1 ) 


■ Travail VV fourni à la machine (pour 1 kg de fréon) i 

Le premier principe appliqué au compresseur et dans le cadre des écoulements s’écrit ; 
AH = W. 

D’oii W a = M4 , Pj) - Ktti, (2) 

où lyf» P) représente L'enthalpie massique de la vapeur dans l'état t (température en 
degré Celsius) et P (pression en bar). 

On a h v {5; 3>&) « 157 k| ■ kg" 1 (çf, tableau). Là détermination de s (fj* 15,2) 
passe par celle de t \ ; à cet effet, il faut traduire que la compression est adiabatique et 
réversible, et donc isentropique ! 
t( r^Pj) = sft^P,) (3) 

lis données nous permcttcnl de connaître s(f,, P f ) - 0,563 kj ■ kg -1 ■ K’ E 
et Pj) = 032 k J - kg- 1 • K- 1 avec f, = 60 *C. 

Faisons alors l’hypothèse que t f 2 est suffisamment proche de i 2 pour que Fort puisse 
considérer que la capacité (hermiquè Cp du gaï est constante {et égale à 
C ■ 0,879 k| ■ kg- 1 K -1 )«it l'intervalle de lempératutet f/j, Pés lors, en assi* 
milant la vapeur à un gaz parfait : 


Lï'oû d’après (31 : Tj =s T >eip 




* 
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Exercice m 


Cequi^kait évident puisque AH(3 -*4 -* 1 ) h AH(3 — » 4) + AH(4 ; î), 

o " 

Application numérique : 

Q = 157 — 61 b 96 k! kg -' x = 0,63. 

On a W + Q + {-Q f ) = 0 ce qui est bien entendu conforme & AH(cyde) - 0, 

2 . Poux ce nouveau cycle, seuls îcs états 3 cl 4 
sort modifié, Tl en résulte que W garde La mime 
valeur. 

Q uam à Q\ B vaut désormais : 

Q' = -(K -M - iK 

D’oti : W = 25.4 kj - kg ] 

Q' = 162-39=4 Q' = UîkJ kg 1 . 

Soit une efficacité ï| - ^ =? =?■ 1 \ = 5^6. 



(Ht Moteur Diesel 

Uïi moteur à combustion interne du type Diesel fonctionne selon le principe idéalisé 
suivant : 

- 1 er temps î soupape d'admission ouverte, soupape d'échappement fermée, de loir 
est admis dans le cylindre dans Les conditions de température et de pression T, et P,. 
Le vu Lune maximal du cylindre est V r 

- F temps ; so u papes fermées. L'air est comprimé isentro piquettent de Tétât 
CV Pi* VJ à l'état (Tj, P* Va)* 

- 3- È temps : soupapes fermées. Le combustible est introduit, ce qui produit une com- 
bustion isobare jusqu'à un volume Vj (état Tj , Vp , P a ) suivie d'une détente isen- 
tropi que jusqu'à l'état {T 3 , V a , P J. 

- 4* temps : soupape d'admission fermée, La soupape cTéchappement s'ouvre, ce qui pro- 
voque une brusque chute de pression {T,, P 3 )-»{T]t P t )* le piston restant immobile. 
Puis les gaz sont évacués. 

Pour plus de simplicité, on considérera un seul cylindre dont le volume offert varie 
entre les valeurs U] et V 2 . On donne : 

* La cylindrée : Vj - V 2 = 1 769 cm 5 ; 

y 

* Le rapport volumétrique : et = ^ = £3 ; 

v î 

* la consommation c - 5,2 litres aux 100 km à vitesse stabilisée * 12Q km - h -1 
(correspondant à 4 600 tours par minute) ; 
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* le carburant est {tu gazole de masse volumique \i = 800 kg ■ m -3 et de pouvoir 
thermique K = 45 kJ ■ g’ 1 ; 

* on prendra P, = 10 s Pi, et ou négligera les variations de composition chimique 
du fluide que L'on assimile à un gaz parfait avec y = 1,4, 


1. On note p = sj-r Lt rapport de détente. Exprimer le rendement théorique r\ du 

V 3 

moteur Diesel en fonction des températures îj, T* TJ et Tj, puis en fonction des 
coefficients a, p et y. 

2. Donner L'expression définissant le rapport de détente fi en fonction du rapport 

volumétrique ce, du coefficient y et de la quantité Q représentant l'énergie 

“im 

thermique dégagée par la combustion pour un cycle. En déduire les valeurs numéri- 
ques de ü p et X\. 

Déterminer la puissance du moteur dans tes conditions précisées par cette étude. 


a i. de ^u*i] f&ut s&v&ir 

♦ Premier principe. 

1 Machines thermiques. 

* Loi de Laplacc, 

Ml. £e iVat co tapTendre 

Le rendement t \ du moteur est défini par le rapport du travail W produit à l'énergie 
thermique Q résultant dé ta combustion (W et Q sont calculés pour un cycle]. 

Q est associé à une transformation isobare et s'identifie donc à AH, 

Pour déterminer il faut connaître VJ. 

:lj, Soltfîioü 


I* Considérons le système formé par la masse de 
fluide décrivant le cycle ÀBCD : 

* compression isentropique AB ; 

■ combustion isobare BC qui fournit ] "énergie 
thermique Q (cette phase constitue l'équivalent 
de la source chaude) ; 

* détente iscntropïque CD ^ 

■ transformation isochore DA, le fluide libérant 
l’énergie thermique Q 1 (pendant cette phase, le 
piston reste immobile et ne développe donc 
aucun travail). 
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Exercice su 



(rï-1) 
ya»- '{/-!) 


11 " yct* - '{r- 
P ï V î PjV, 


. ^ KjV' PjVj , , / Tj \ 

a * q - »s {T î - t î> jwc -^r s "ît ^ s Vj - 1 T t r 


D'autre part, le nombre de moles de fluide (essentiellement de l'air.,.) est donné par 

PjVi Pi V. 

la relation des gaz parfaits : n ^ ^ s 


la relation des gaz parfaits : n 

V? V i 

~ v7 = *T 

Or nC p T, = n 

Soit p = — — ~r 




U J v, 

”C P T,J 


-2fL ]Tj = — ^— fjRT, = JLp V 

v - i / J y-i 1 7-1 1 " 


ï T^lV, 


Lii a .^_Q_ 

T P,v, 


Calculons alors l'énergie thermique produite par la combustion. Une Consommation 
de c litres d'essence pour 100 km associée à une vitesse stabilisée de Y É km par heure 
correspond à Ÿ util isation d'une masse ut d'essence par seconde défi nie par : 


( 1CH car 1 L = LO -1 m J ). 


- ^ 

sâ£ volLunique 


i Mjw valmnique I wtJkiffl# par ifeondt 

Le moteur effectuant N Y tours par seconde (soit N = 6ÜN' tours par minute), la 
durée d'un cycle est de Af - — (2 tours par cycle). 

Soit une masse d'essence pour uo cycle telle que i 

A . 2 V IE ] 0 -.' 


L'énergie thermique dégagée par La combustion devient (K représentant le pouvoir 

2x60 10 -5 

thermique du carburant) : Q - Krn t =»Q - K — — — pcV rt ^ 

Application ntitnfriqutï K = 45- Ifl 3 kj ■ kg -1 . 

Q tJ = 45 10’ X X 800 X X =* Q = 1,63 kj. 

tJ 4 600 100 3 600 


■ P [Vu = 1Û 5 V l avec 


V, -V a = 1 769 cm 1 
V, =* 

V* 

P ,V t - 185 J. 


Y, _ 1 849 cm 3 
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Exercice e^e “ 





t 




• P = »[ 


1 + 23-w x 


<U x i ôXn ~' „ 

M x ISS j p 


15,4 


• Rendement thmriqoc : n - I - 

' La puissance théorique est reliée à la consommation thermique par seconde i ) 
par lu relation cP - ïl^. 

Or ^ = Km= KpC^ Soit P - qKm 

6f ^ 100 3 600 1 

1 fl-* 

W(kW) = 0,68 x 45 • 10* X BÜQ X 5,3 X 1,2 X => & . 42 kW, 


CowowHlfWFW 


P* (jctnuiiclr moteur à explosion du type* Beau de Rochas », te moteur Diesel es* un moteur 
à comhusl ion inicme. Mais l'allumage est réalisé par une compression élevée de È'arr seul. 
L'injection du carburant dans le cylindre débute donc A la lin de cette phase décompression 
et assure une combustion (température élevée de l'air) qui s’effectue i peu prts & pression 
constante. Il permet l'ulilisaliun de sous produits du rafftnagedu pétrole et le taux de com- 


pression a ^ peur être plus élevé -que dans un moteur a explosion ( tl n’y a pas de risque 

¥ I 

4e pré- allumage,,.). 

- Le rendement théorique associé au cycle diesel ptut encore décrire: 

L,.(2=fl oi. r-£>l. 

' Y aï* ' Kr-lJ V, 

Ijc rendement - i Y donné et rapport volumétrique fit fut - augmente lorsque r diminue. 


t>c plus, pou r comparer « rendement à «lut r\ * = 1 - — d'un moteur 4 explosion, OU 

®T- 

poumit remarquer que q s 1-— — -b(r.Yh où P(r,Y) = —, — 77 > L Ceci laisserait 
d'" 1 Ytr-l) 

à penser que q<T|^| cependant il faut noter que le rapport volumétrique pour un moteur 
Diesel est supérieur i celui du moteur à explosion (typiquement de l'ordre 4e 22 au lieu de 
9), ce qui implique un rendement en général supérieur I celui du moteur 4 allumage 
commande. 


Moteur avec sources à températures variables 

Un moteur thermique fonctionne à partir de deux. « sources » d'énergie thermique, de 
même capacité thermique C et dont les températures initiales sont T 1C et I ED (avec 
T aa > T 1 q). On notera W, le travail fourni à [ extérieur, 

1. Déterminer [«s valeurs mi ni maie et maximale de W, , 
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2 . Donner l'expréSSiisn reliant Le travail fourni à la Création totale d'entropie E, Quelle 
est U valeur maximale de L ? 

3, a. Définir le rendement t[ d'un tel moteur. Montrer que l'on a =s ti =£ T> mast , 
et préciser les valeurs extrcmales de T] en fonction de T t0 et T M . 

Calculer ses valeurs pour T 10 m 30Q K et T Z(J s 400 K. 

bw On suppose que sur un cycle élémentaire, les variations des températures T t et Tj 
dos deux * sources * restent très faibles. On note Ti c (î lf Tj) le rende ment d'un cycle 
de Carnot moteur travaillant sur des sources thermiques de températures constantes 
égales â l\ et Tj, Üuel lien peut-on faire entre Ti maï et n t ( T î? ï 


E Solution 


1. La machine doit fournir du travail à l'extérieur, On a donc W f > 0, et fa valeur fa 
plus petite de W f est évidemment zéro, 

» U valeur maximale doit correspondre au cas de la réversibilité (pas de création 
d'entropie). Dans ces conditions» le premier et le second principe donnent (pour un 
cycle élémentaire): 


+ 5Q 3 + BQ, - SU « 0 


SS = 0 = 


5Qj BQ, 

T, * T, 


0 

t 


J<T = 0 


10 

12) 


SU = 0 et SS = ® csr le fluide décrit un cycle au sein 
de la machine; d’autre part, la réversibilité implique 
ùa = 0, 

Appliquons le premier principe aux deux corps dont 
l’état ne dépend que de la température : 
dU| *= -SQ, = CdT t et dU, = CdT 2 s ^6Q 2 , 

La machine fonctionnant en moteur thermique, on doit 
avoir £Q 2 > 0 (de l’énergie thermique est prélevée à la 
« source > chaude) et &Q, < Û (de l ‘énergie thermique 
est restituée à la « source » froide), ^ 2 v °'t donc sa température diminuer 
(BQj > dTj < 0) et augmenter (SQ, < 0 ^ dT ( > 0). Les processus 
d'échange énergétique cesseront dés que Les températures de % t et % :î seront égaies 
(soit T f cette température). Dés lors : 

Q t = -C(T f -T n ) et Q, s -CCT r -T s ). 

Soit en intégrant fa relation { 1) : 



W f - Q 1 + Q J ^W f - qTjg + T^-îCTf (3) 


il reste à déterminer T f ce qui peut se faire à l aide de (2) qui s'écrit : 




£t 

T, 


= 0 


(4) 
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I 


I 


Soit encore =-* -=- = 0. 

j t*T, h m T j 

D-e(t Jn(i) + ta(^ ) - 0 => T, . JT^Ü, 


Reporrjur celte expression de la température finale dans ('expression (3) du travail, 
nous obtenons : 

f T m + T* 


W_ * lc[(^-J5)-Vvf;]. 
c[iW+(Æ) l !ÆÆ]^(w r )._ ■ «Æ-/q j . 


D'où: 

w™ 

L’intervalle des valeurs possibles du travail fourni est alors : 




2. On se place maintenant dans un cas où la machine ne fonctionne pas de façon réver- 
sible. L'expression du second principe prend alors la forme ; 

SQ, SQ, „ 

§ = — — + — — + 5 O { Ç(j > O : création d'entropie pour un cvde), 

Tj T, 

Soit, avec &Q, = -CdT, et £Q 2 = -CdTj : 

dT. dT i * 

G —1 + c^ = 5o. 

1 1 * i 

Intégrons cette équation entre l’état initial (T^T^) et l'état final (T/, Tf); 
CpïIUcp— s fêîo - £ {par définition). 


D’où ln[ ^ + hl ^) * i =* I Tf e V T wTa«p{^) 


Le travail fourni par le moteur thermique devient : 

W f a G[(T, a + Tjo,) - 2 Tf I {expression équivalente à { 3 ) ), 


Soit 


w, = c[(T + T„) - 2 /r^r^«p{ — )] 


La valeur maximale de la création d’entropie £ doit correspondre au cas limite où 
aucun travail n'est fourni à l'extérieur {W f - 0), 


Soir 




= 2Cln 

T ta + T rc 



ois retrouve bien que W f est maximal pour 1 = 0 (puisque 1 3= 0 ) ce qui correspond 
au cas de La réversibilité. 
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m ÏTH SOtlJâXg 


Apptiiütiür numérique : 

llnui 1 - - 0,13^0 < Î1 <O.LÎ. 

n “ l ^ 4QO - 


3* b. Kjevcnons au cas d'une évolution réversible (rj s T| rwai ). Les températures des 
deux n sources * évoluent selon : 

T|T 2 s T 1l0 T ffi [sf. équation (4>. intégrée entre les états [T l0 > T^) et [T,, Tj] )* 
On suppose que sur un cycle élémentaire, les variations des températures T, et T ; sont 
suffisamment faibles pour que Ton puisse assimiler le rendement du moteur thermi- 
que à celui d’une machine de Carnot- On a donc : 


„n-i !i 

8Q ; ' ^ <Ti> 1 ~Tj 


Pbur définir le rendement global* nous écrivons : 

W f = | $W f = | tl e <Tj)6Qn avec ÔQ 2 = -CdT 2 , 

D’où W r = -Cf 'tyTjJdT, et Q 2 = -Cf ' dT 2 où 

j t » 

« * 

J T n c (T,)dT, 


Finalement 


Wi 

= Q< ■ 


* 


Le rendement global s’identifie à la valeur moyenne du rendement de Carnot T] : c (T 2 ) 
sur l 'intervalle I T» T s - */T, 0 T a ] ; I n = <ti l (T 2 }> 


Il est donc « bien » inférieur À f) ç (T æ J * 



0,25, 


|H Réfrigérateur et pompe à chaleur imparfaits 


1. L'efficacité e d'un réfrigérateur non parfait prend La forint t 
chaude T J( source froide fi). 


^2 -Ti 


(source 


• Donner., à Laide d'arguments simples, Le domaine des valeurs possibles du coeffi- 
cient IL. On pourra comparer cette efficacité à L'efficacité théorique d'un réfrigérateur 
parfait fonctionnant entre ces mimes températures. 


* Calculer en fonction de k, T, et Tj la valeur de la création d'entropie pour une unité 
de travail électrique fourni. 
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Remarquons que W > Q et e sont définis positifs 
de telle sorte que fcT\ > T r Ceci implique par 
ailleurs I, la création d'entropie a étant 
clic- meme positive. 

La création d’entropie varie dore entre la valeur 
minimale (7^ - 0 (cas de la réversibilité^ et 
W 

la valeur maximale 0^ = —■ (Q = Q), 

T j 

* Comparons enfin les variations d'entropie des sources : 

- l’entropie « enlevée » à la source froide est AS l * ^ {AS t >0); 

1 1 

- l’entropie □ restituée * a La source chaude est AS, «= ( ASj > 0). 



W Q'-Q 


q;_l k !|. 

Q k T' 


, O' . T a . o r , 0 

On a donc : ^ - k— , soit encore ^ = k - 

y h * î J i 

le coefficient À représente Le rapport entre l'entropie fournie à la source chaude et 
l'entropie prélevée à la source froide 

T AS, 

” AS, 


Dans le cas de la réversibilité» il vient AS, = AS; - ûl et Jt ^ 

transformation irréversible, nous aurions : ASj - AS 3 + <T = 0. 

Soil ASj > AS] (fl > 0), et k > U 

Dans la configurai inn limite ou AS) -40 h fc-t +™ et tr — i ASj avec A5j 
[puisque Q = OetW + Q-Q" *? 0 ), 


1, Pour une 


Q_' W 
T* 3 T, 


Commentaires 


^ ■ Pbur k réfrigérateur non parfait, l‘«tpnessk>n e = ' peut s'interpréter comme 

l’efficacité d‘üM machine frigorifique parfaite qui fonctionnerait avec b mime source 
fmitie (T]> ét une sou rcc chaude de température TJ ■ fcT 3 plus élevée (it > i ), « qui 
implique automatiquement une moins bonne efficacité. 

■ DRiik- autre manière, on peul s'intëres&er s dans le cas delà machine frigorifique, aux éne r- 
Kiirv thermiques prises à la source froide -pour uni travail électrique donné W - dans le eu 
de la réversibilité et de l'irréversibilité : 


Soit 


-t7^ w « 

Oh, _ Tj-T , 

Q, 


■ VT : -T. 


(k - 1JT 3 ^ 
“ tT,-r, 


OT; 
W ’ 


510) 
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w 

(UefficacitÉ minimale esi bien associée à Q irT = û soit à u = <ï niM = — (i W fixé),) 

La pompe à chaleur fonctionne sur le même principe que la machine frigorifique» 
la grandeur intéressante étant maintenant l'énergie thermique Q' fournie à la source 

chaude. L'efficacité sera définie par e = ™- 

EUe sera maximale pour un fonctionnement réversible. Quant à la valeur minimale de 
e, elle doit correspondre à une conversion directe de l'énergie électrique W en énergie 
thermique Q' (Q = 0 ; la pompe à chaleur devient un simple radiateur électrique t). 
Noua aurons donc : 

- I (W = Q' et Q = 0), 

* pour W + Q-Q' = 0 (ï tr principe! 


0 = ^““ + 0 

T| T 2 


Soit 


f = ^ = 

"" w Q'-Q 


Q'_ 


(2 e principe et réversibilité cr = 0), 

E I T , 


.9, ,_!• 

Q' T, 


ce qui donne 




D'une manière analogue à ce qui a été lait pour la machine frigorifique, on définira un 
«efficient k' tel que ; 

entropie prélevée à la source froide _ A5| 
entropie fournie à la source chaude AS 2 

D"dk»mq Ue f . (S) ( J,) = §L [âS, - 3 « AS, = 9-). 


D’où l'expression de l'efficacité 


puisque ë - 


"3 


Jh 


T, 


Ti-^T, 


Dam le cas de la réversibilité, AS, s ÂS 2 et k* - 1 (e- |- 

T I _1 V 

Et pour une transformation irréversible : 

iS ( -ASj + <r-û soit AS; > AS, et t'< 1. 
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material 


Exercice tu « 






Exercice m 


Â k limlie où âS, û (W = Q') t F -i 0 ci <y — ï “ oe qui donne id : 


* Le lien entre k créai ion d'entropie (T {pour une énergie électrique donnée W) F, T, 
et T» s'obtient de la même ta^on que pour k machine fri^orifk|ue- 


c = AS a ~AS, s M 2 Ü~F) - rf(l-F), 

1 î 

O' „ w 

Or c = f- d’où : d * (1 - fc )e=r - 

u H 


Sort en remplaçant e par sa valeur ; 

2 _ _ I - F 
W * Tj-FT,' 



< )n peut également noter e » - — L— f jvk ■ FT, , te qui correspondrai! à l'efficacité 
{L'une pompe à chaleur parfaire fonctionnant avec une source froide de température 
Tî < T. occasionnant une efficacité plus faible f e * = — ^ I' 

1 ' } l T i“ T E T|-T»J 


Z- b- ■* Pour un chauffa^ ï l'aide des radkteurs électriques, la puissance électrique est 

convertie directement en puissance thermique laquelle doit compenser exactement tes 
pertes. On a donc : 

= kW, 

* Pour k pompe & chaleur : 

Q 11 

é = — = ► où désigne la puissance électrique de k pompe et = 10 kW 

{même raison que ci-dessus). D'où : 

9 - — - ■ T -- k - 7 - ' 

e ,h T 2 

Noos avnns T 3 ■ 292 K (la maison est la source chaude) et T, = 275 K (Pair exté- 
rieur constitue k source froide). De plus, l'imperfection de k pompe (irréversibilité 
partielle) impose F = 0 n 8 {F différent de 1), d'où: 

= 10 ^-^ 175 * 9 ^ - 25 kw 

(ce qui correspond à une efficacité de i J -l'efficacité maximale pour les mêmes tem- 
pératures T, et T z étant égale à 17*2...). 
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; " Moteur à explosion 


Un moteur à explosion fonctionne selon le * cycle de Beau de Rochas *, cycle idéalisé 
défini de la façon suivante : 

- î Br temps : soupape d'admission ouverte, soupape d'échappement fermée, le 
mélange (air + essence) est admis dans le cylindre de volume maximal (conditions 
T, et P,); 


- 2* temps : soupapes fermées, le mélange est comprimé isemtrspiquement jusqu'à 
l'état (P 2r V^T*} pour lequel se produit l'explosion (augmentation brusque de La 
pression jusqu'à P J i volume constant, le fluide passant dans l'état (PJ, V ÎH TJ) ; 

- 3 r temps t soupapes fermées, les produits de combustion se détendent de façon 
isentro pique, le volume du cylindre redevenant V t (état P v V tJ T 3 ) ; 

- 4 f temps : ouverture de La soupape d'échappement ce qui conduit à une variation 
brusque de La pression sans déplacement de piston { P y Tj -> P s , T,) suivie de L'éva- 
cuation des gaz brûlés. 

Pûur Simplifier, on prendra un seul Cylindre dont le volume offert varie entre les valeurs 
extrémalei Yj et Vj. Le mélange sera considéré de composition « invariable » avec des 
capacités thermiques molaires t p et C v constantes (indépendantes de T et P). On donne : 

* La cylindrée : V 1 -V ï - 1 124 cm*; 


V. 

* Le rapport volumétrique ; a = ^ s 9,4; 

v j 

* Le carburant a une masse volumique n = 720 kg ■ m" 3 et son pouvoir thermique 
est K = 48 kJ ■ g -1 ; 


* consommation c = 5,9 Litres aux 100 km à vitesse stabilisée V lt ■ 120 km - h- 1 
(correspondant â N - S 600 tours par minute). 

On prendra P, = 10 5 Pa et y = US, Les ga; seront considérés comme parfaits. 


1, a, Exprimer le rendement théorique r\ du moteur à explosion en fonction notam- 
ment des températures Tj,T a , TJ et T Jh puis en fonction des coefficients aety. Don- 
ner la valeur numérique de % 

b. Commenter L'expression de q en fonction des valeurs dey et du rapport volumétrique cl 
Q ue pensez-vous de la modélisation adoptée pour le cycle ? 


2, Déterminer La puissance théorique 9 délivrée par le moteur. On exprimera cette 
puissance en fonction de c, ¥ ît , K r p et n- 

Application numérique. 

3, Définir complètement l'état du fluide en chaque point caractéristique du cycle en 
précisant les valeurs des températures T 2< TJ et T :s et des pressions P ?r PJ et P 3 
sachant que T 1 « 350 IC 


Chapitre ê - 


Thermodynamique 


^3 


erial 


Exercice 



1-b* 

Commentaire 


Ite moteur à explosion est un moteur à combustion interne (comme le moteur Diesel) pour 
Lequel L 'allumage {provoqué par un? étin«lk - bougie électrique) engendre un fort MCrois- 
semettl do pfessitM ; dans le £yde théorique, La tumbLntbn est conadtrée cottuoe instanta- 
née s'efîectuant 4 volume fui ((Uns le moteur Diesel, le combustible s'enflamme à pression 
constante, la réaction (tant provoquée pr réchauffement de l'sir accompagnant une ferle 
compression). 


* Le rendement théorique du cycle associé ne dépend que de y cl du rapport volumé- 
V, 

trique a = rr- 
v î 


On peut considérer que pour le mélange, y est compris entre les valeurs U cl 1,4 (la 
valeur y = 1,40 n h est valable que pour les gai parfeits diatomiques), Donnons quel- 
ques valeur! de ce rendement {thermique) théorique pour différentes valeurs de et : 



8 

9 

; 10 

U 

0,46 

0,48 

0,5Û 

1,4 

0,56 

0,58 

0*60 


On constate qu'une valeur plus faible de y abaisse celle du rendement thermique. 
D'autre part, ce rendement est une fonction croissante du rapport volumétrique a (à 
y fixé). Cependant, un taux de compression t rop élevé du mélange pourrait provoquer 
une détonation (phénomène de cliquetis associé à la désintégration de certains hydro- 
carbures), voire un allumage prématuré. On mesure ta résistance à la détonation d'un 
carburant par son indice d'octane,.. On atteint les valeurs de Œ de [ordre de 9 à 10 
dans les moteur! actuels d'automobile avec un carburant d'indice d'octane 98. 


* Soulignons que le diagramme proposé ne représente qu'une idéalisation du cycle du 
moteur à quatre temps. 
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- Les compression et détente ne sont pas, isentropiques (tes parais du cylindre cèdent 
de réiurçje thermique au mélange pendant h phase décompression et en reçoivent de 
la part des gai de combustion pendant la phase de détente : ceci a pour effet de dimi- 
nuer les performances du moteur). 

- Il .a combustion n'esi pas instantanée et ne $e fait pas exactement à volume constant 
(on réalise une avance à L'allumage, c’esl -à-dire que l'étincelle est produite avant que 
Le piston n'al teigne son point haut» afin d'obtenir une combustion complétée! une élé- 
vation de pression aussi élevée que possible). 

- Le fonction nement théorique des soupapes impliquerait un travail récupéré pendant 
La phase d'admission compensant exactement celui utilisé pour évacuer les gaz. brûlés 
(trajets NA et A — i I ). En réalité, 1 ouverture et la fermeture des soupapes n'ont 
pas lieu exactement lorsque le piston atteint scs niveaux haut et bas, Pc plus» il s'établit 
une dépression pendant l'admission et une suppression pendant l'échappement, la 
boucle correspondante | IMALI | représentant alors une perte de travail utile, 

2* Là puissance théorique développée par le moteur, dans les conditions de l'énoncé, 
peut être calculée à partir du travail AW pendant une durée Af. Il lui correspond une 
énergie thermique AQ produite par ta combustion. 

v , _ » AW n AW 

Nous avons ; W * — m q = — - 

soit s? = n^- 

Or, perdant Af, te moteur absorbe une masse Am de carburant telle que : 

Am * |l— Af yl : masse voJrmuque - Av : volume}. 


Le moleur consomme c ■ I0' 3 itl 3 tous les 100 km à vitesse stabilisée V u (km ■ h" 1 )* 
Pendant le temps Ai (en heurts), le véhicule parcourt la distance d - V M ■ Af (d en 
km) et consomme donc un volume Av (en rn') de carburant tel que : 

. V- ■ Af 

Avfm 3 ) = 


D’où ^Cm 9 h" 1 

Soit encore 

il 

313 

et A F» - 



3 600 


y* (km’ h -1 ) 


cV 10 -S 


K désignant le pouvoir thermique du carburant, il vient : AQ = K Am. 


9 = qK 


Af 


9 - 


3 600 


■c V H M K q 


Dans cette relation, c est en lisrcsy tOO W, V H en km ■ h -1 , pi en kg ■■ nT* et Ken kj - kg" 1 : 
P s’exprime alors en kW. 
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Applicûtiûrt numérique : 

9 = ^ 5,9 K iJ 1 ~ - - 1 * 4S * 720 x 

où K|l = 4&x7ÎOxl0 , kI=>^ - 37 kW. 

3* * Pour l'ire ntropique À — > B„ nous avions T 2 “ T,^ - 1 . 

D’où Tj = SSOxCMÏ^^Tj = 767 K, 

D’autre pari, P 2 vj = P,vJ cl P> = P,tt?=î P 2 - 20 ? 6 10* Pa. 

’ Pour L'iiAfhüre B C : 

Q = «C,CT^T^ avec Q = OÙ {Af)^ “ 2 - -. 

Un cycle correspond en effet à. deux tours de 3’arbre du moteur qui effectue N tours par 
minute. 


Commentaire 


Chaque tntir du vilebrequin esi associé à deux courses du piston (une dans chaque KM). 
Ainsi, pi.nl r UI1 moteur 4 quatre ispnps, le cycle thermodynamique est décrit pendîârtl deux 
tours du vilebrequin (et donc de l'arbre du moteur'), ce qui correspond â quatre courses du 
piston iif. figure ci -dessous] r 




arbre - 


rù 

1 7 ^4p'- 
\ ' 

fl R 

51 

3^35 

fl flf 

jfl R 

M 


„P 

» 

f 

\ 

A 


O 

fin de détente 


du d'échappement 


fin d'aspiraliun fin de compression 
B : bielle ; V : vilebrequin ; 

SA . soupape d'admission |. St : soupape d'échappement ; 

P : piston ; 

B : bougie. 

Le travail n’est produit que pendant un quart de cycle, il est donc nécessaire d’assurer un 
mouvement régulier du piston ce qui est réalisé plus facilement en associant plusieurs cylin- 
dres (1, 6, 8- , , ) sur un même vilebrequin de forme appropriée . . . J 


P™ t; -T^^-Tj + ^Cf-l) KVK c.-^- 

P V vp tn . 5 

D'autre part n s -j3_i soit : Tj - Tj + Cf- 1)T ( ^ ^ y =s T| = 2 1B5 K. 

V, se détermine â l’aide du rapport volumétrique a et de la Cylindrée ; 

Vi-Vj ^ 1 124 cm 3 ei ÿ = 9*4 => V, = 1256 cm 1 , 
v_ 
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Exercice «a * 


l>' p 

Il lui correspond une pression Pj lelle que =* PJ = 5B>7 ■ lfl 5 Pu* 

r i *2 

* Pour riscntropiqur C — * D, il vient (cf. A — > B | : 

T 3 - Tittï- 1 , soit T 3 = Tjà'-T tt Tjs W7 Kh 
P,v] = PjV] T soit P 5 = P^a-T et P s * 2-35 Pa. 


Réfrigérateur à absorption 

On sait réaliser des réfrigérateurs - dits * à absorption » - qui ne nécessitent pas de 
moteur (comme source de travail mécanique,.,). Ils extraient une énergie thermique 
Q| de la source froide à la température T t (effet frigorifique) et reçoivent une énergie 
ttormiqu* Q 3 d'une source auxiliaire à Ils échangent également de l'énergie ther- 
mique avec l J air ambiant A J 2 (T 3 > T a > TJ. 

1. Montrer qu'un tel appareil est thermodynamiquement possible si une condition sur 
Qj et les températures est réalisée. 

2* Définir l'efficacité de ce type de réfrigérateur, et montrer que celle-ci reste infé- 
rieure à une valeur que L'on exprimera en fonction des seules températures. 

Application numérique : îj - 265 k; T 3 - 300 K; IJ = 4ÛO K. 

3. Comparer avec l'efficacité d'un réfrigérateur classique fonctionnant avec deux 
sources thermiques (T t et T t ). 

M SoIulï^A 

I* Motons- pour un temps de fonctionnement donné : 

Q , la quantité d'énergie thermique reçue de la source auxiliaire à la température T 3 (Q 3 
est une quantité positive! ; 

Qj la quantité d'énergie thermique reçue de la source froide à la température T t CQ, 
quantité positive) l 

Q 3 la quantité d'énergie thermique « prélevée * à l’air ambiant à Tj (Qj de signe 
inconnu au départ...), 

La machine ayant par hypothèse un fonctionnement cyclique, le premier principe 
impose ; 

ÀU^ = O^Q, + Qj + Q, = 0 car W = <h 
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Qj el étant positives, il vient : 


Qî - “Q,-Qj<Ch 

D’où k schéma ci-contre des échanges 
d'énergie du fluide évoluant dans la 
machine. 

D'après le second principe appliqué au 
système { machine + sources} l 

MvMH ^ 



L'égal i lé correspond au cas des évolutions réversibles. 


A S^ itw - û (cycle) et donc + 

soit, en éliminant |Qj| ■ -Q ; i 


BJ 

T 3 




teii + !^i? + 3« iSi >Q 

T] T j T 2 




ÿ 


& 0 


Se second ter me de cette somme est positi f fx 3 > T î; entraîne =r < 1. maisiepre- 

micr terme est négatif (T t < T r ,, ) : pour que le résultat soit effectivement positif, il 
suffit que la quantité d'énergie thermique apportée an fluide depuis k source auxiliaire 
soit suffisamment grande. 

Exprimé autrement, il faut, pour enlever une quantité d'énergie thermique Q, à ta 
source froide, fournir depuis la source auxiliaire une énergie thermique supérieure à 
une valeur minimale : 


Q,»Q, y— L (1) 

2. À partit de ce qui précède, l'efficacité de ce lype d'appareil se définit de façon natu- 
relle par : 



ce qui correspond bien à la notion générale d’efficacilé 
quantité utile obtenue 
^ quantité « onéreuse » fournie 

les échanges avec l’air ambiant étant considérés comme totalement gratuits. ♦ . 
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Exercice «3 


lu utilisant la condition (1), op oblieni pour îi 1 

î_ i_ 


, T)(T|-T|) 


On vérifie naturellement que 1 efficacité maximale correspond au fonctionnement 
réversible, 

Application numérique : 

Avec Ici valeurs données* 


t] « 1*9 


3. Comparons outtt efficacité à celle d'un réfrigérateur classique fonctionnant entre 
une source froide à La température T, et une source chaude à la température T\ 

T, 

n « 


T, -T, 


f|' ^ 7,57 


Dans k cm de transformai irms réversibles* q = '^ l fl -yl => H|'-fl-^). 

T î • T *v V ' T,/ 


n<n' 


pour toute valeur de T, {que Ton a intérêt à prendre k 


Donc i T t et T a futés, | 
plus élevée possible). 

Commentaire 

]. Emploi d'un tel réfrigérateur se justifie quand on ne dispose pas <k source de travail W 
(pas d'alimentation électrique) ou lorsqu'on recherche un fonctionnement parfaitement 
silencieux (pas besoin de moteur). 


Centrale électrique nucléaire 

Une centrale nucléaire produit de l'électricité par l'intermédiaire d'un alternateur cou- 
plé aux turbines â vapeur T t et 1U,. Le fluide caloporteur est de l'eau. À b sortie des 
turbines, l'eau se refroidit dans Le condenseur (L'échange d'énergie thermique peut se 
faire avec l'eau pompée dans une rivière). 



Ï 2 Ü) 
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Exercice «i 


i 



1» !ïj capacité [ficrmiquc&anl prise Ct>n 5 lan(ç h an aura : 

= C,(T e -T 0 ); h f - 0 = C l (T f -T„) 

**- b ■ c 'K® - 

Soil ft p - 1 200 kj kg 1 i f F = 3|0 kl ■ kg 1 K 
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■ La transformation C4Ü est isentropîque (s p s § c ) avec F D = 0,05 atm. La tem- 
pérature correspondante est celle du mélange liquide-vapeur à la même pression. Elle 
est donc fournie par l'isotherme & ■ 35 °C qui arrive au point !>' intersection de 
l’isobare F s 0,05 atm et de l'isotitre x - 1 {imprécision sur & D ). D'où : 

P D = OOSabUi 0^ = 35*Ci x u = 0,325, 

h l} - I 137 k| - kg - 1 1 el Sp, = 6,99 k] ■ K y ■ kg" 1 . 



* L'étal E est caractérisé par (transformation D-^E isobare et isotherme) ; 
P É e F D = 0,05 arm; 0 E ^ 0 D = 35^; % = 0, et: 

= 9,18 <35-0) ( 4 %,) =>V = 1 +6 k| kg -1 . 

% - 4,lSln p 7 ^ 5 ] (4 U =*s F . = 0,50 k| ■ K-'-kg" 1 . 

■ Le cycle nbdude sur l’état F caractérisé par : 

P F ■ P A - 70 aim ï 0 h = fl A = 287 *Ci * F = û et 
h f = 4,10 (2*7-0} {<$!*) =>A(, = 1 200 kl ■ kg ] 

i, = 4J8]n (^lH^) <cf ' u 3,0k! -kg- 1 -K-- 1 . 
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* Tableau des valeurs P, T> Je, h et s f arrondies) : 



P (arm) 

«(X) 

X 


ftW-K-^kr 1 ) 

A 

70 

287 

ï 

2 770 

5,8 

B 

10 

ISO 

0,S3 

2 430 

5,8 

C 

10 

270 

s 

2 980 

7,0 

D 

0,05 

55 

0,325 

2 140 

7,0 

E 

0,05 

35 

0 

146 

0,5 

F 

70 

2S7 

0 

1 200 

3,0 


3. La transformation F —* A est associée à 
une vaporisation totale du liquide 4 P et T 
constantes, d’où: Q FA - h A -Ji p (segment 
AF' du diagramme de Mollier). 

DemèmeQpt = b t - fr,* et Q^. = - V 

L 3 application numérique donne : 

Q fa s {1 7m - 1 200) => Q FA * 1 570 kj - kg™' 1 
Qbc = (2 980 -2430) => Qpc # MO kl ■ kg" 1 
Qpp. = ( 146 - 2 137) -» Q pf . # -1 990 kj kg '. 

De plus, Q ïr = C L {0 F - 0 E ) = 4,18(287-35) =* Q EF = 1 053 kj kg-'. 

* Le travail W L fourni par la centrale, et rapporté a l'unité de niasse du fluide, s'obtient 
par application du premier principe. Soit pour un cycle : 

C -W i) 4 Qaes 4 Que + Qcu + Qot + Qeh 4 Qha * 0 

et avec Q aQ - Q CJ) - 0 (transformations adiabatiques) : 

* QbC + Qde 4 Qef + Qfa* 

App/iffltt&ri numérique : 

W, s ÏI78=> W p = MSQfcJ’kg-L 

* L'énergie thermique fournie par la source chaude (circuit d'eau primaire passant 
dans le cœur du réacteur de la centrale) permet de réaliser la transformation 
Ë — * F -* A et assure la surchauffe de la vapeur entre tes turbines haute et basse pres- 
sion. 

Qi s Qep 4 Qfa + Qbc ^ Ql 1 3 170 k| -kg -1 
(somme de toutes tes énergies thermiques effectivement reçues de la source chaude). 

T Le rendement thermique de \a centrale est égal au rapport de l'énergie utile produite 
(soit W ( ) sur l’énergie « non gratuite » {ici Q,). Sort s 



Wj 

"‘ôT 
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Exercice «1 m 


4. Conadérons uiu* turbine et h masse Sm-j la « traversant > 
entre les instants t cl r + dt (le régime étant station naine t la 
même masse Stft entre et sort entre eci deux instants) . 

Considérons alors le système fermé consl itué, à X, par le fluide 
contenu dans la turbine (énergie interne U T ) et la masse 6«] 
qui va y pénétrer entre f et X + dl (conditions h € , u e , s^.), 

À X + dx, ce système correspond au fluide contenu dans la 
turbine (énergie interne U T ï régime Stationnaire) cl à la 
masse sortant de la machine (conditions h, F xtj et S l ...), 

Désignons par fe travail fourni par te reste du fluide en amonl et ôW^ te 

travail correspondant en aval. 

Le premier principe appliqué au système considéré (et en négligeant les énergies ciné- 
tiques ou leurs variations) donne : 

dU * (U t + H s 5nO-{U T + M f 5m) = (-&WJ +SW iinDn| + 5W i¥j + SQ. 

La turbine est ad iuba tique et donc SQ = 0, d’où : 

&m(u f -u c ) = (-JW^ + GW^+BW^. 

Or &#*** “ F*&V. avec &V t s (v m = volume massique ). 

De même SW^ = -P.6V, avec 6v t - 
Soit en ncgjou pa nt les termes : 

6w((« t +l» ( (vJ ( )-(H t + P t ^ li y] = (-SW „> 



SQ = O 


et 



Pour un intervalle de temps df, nous aurons; 


a t {h, ~ hf) dx “ "' 


&W u 


- 1 ' = L> ni est le débit massique de fluide et P u représente la puissance utile effective- 
ment transmise à Laltcrnateur. 

Au total-, on aura ici (turbines haute et basse pression) ; 

o„u - 

Application numérique : 


-I 300x(ti* 


f (2 43®- 2 766)+ (2 137 - 2 9S®) J I0 H 


^ D m * î IQOJtg *->. 


Commentaire 


\ ( ctlc démunst ration, inspiré de la démonstration de la détente de Joute- Kïhrin, dort être 
parla il Hinenl assimilée car elle apparaît chaque fois que Lun étudie un étoufeitterUi 
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Électromagnétisme 


A • Électrostatique 
B • Magnétostatique 




Exercice toi 


■* Point méthode 

Pour utiliser le théorème de Gauss dans le cïiLcu] d'un champ, il faut d’abord choisir 
une surface pour laquelle on esl capable de calculer le flux qui la traverse en fonc- 
tion de la valeur du champ en un point donné. 


Deux cas sont alors possibles : 

- r cas: X > \ ^ Q inE = pE„e et E,(X > 0) = ^ e 

-y cas: 0< X < ^ =>Q»"' > pZ Q 2X et E,(X>0) = ^ 

2 Eg 

On remarque que le champ est uniforme d'une part pour X > ^ et d'autre part pour 

t -* 2 

X <-- cl qu'il y a bien entendu continuité de F., ( charge volumique de valeur bornée), 

* Revenons alors à la distribution proposée dans l’énoncé et intéressons-nous tout 
d'abord aux domaines extérieurs aux distributions de charges : 

a.x ï ri + Ej ■ et E,j = E = 0. 

2 1 u, * 11 Je, * 

tf t ^ 

h.x<-fl--;ïa conclusion esl la même et É = 0 „ 

e e z? ae-* r* oe -* 

«-^a, et En 

d’où E - -^b^. 

ê q 

Plaçons-nous maintenant à l'intérieur des distributions : 

+ - ^Xr^ - — {x-d)î^ 

^ ïK- 

On a bien E^r = n+^j=0 et E^x - a- ■ 


e p ûe ^ 

. = -iC«, et E„ 


,Æf 
«* ‘ 


avec ici X' = x+o, soit E [E = + 

doi, £ --£(*+«+ 1)?.- 

Là aussi les relations de passage sont bien vérifiées puisque l'on a : 

i (*=-“-ïH -*(*— + îMî* 


>3ü: 
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dV 

* La fonction potentiel s'm déduit aisément à partir de la relation — = 

-ï — » -ï _j. ®* 

(É s -gradV > avec E ~ E(x) ■ « x implique que V * V(x) est fonction de la seule 
variable *.) 

Cowu «< ta rin» 


| Notons qu'il ne faut pas espérer déterminer u ne fonction V(.ïl telle que V -+ 0 quand 
x — i ±» : ici la distribution de charges s'étend jusqu'à l 'infini (avec une densité tp qui ne 
tend pas vers zéro). 

Par contre, la fonction EU) étant paire, b fonction V(je) sera impaire, sd on fait le choix de 

V(0) - 9.., 

Il vient alors ; 

+ : V(x) = £f.v f choix de V(0) = 0) ; 


+ V( je) ±= 




^Eo 


t k : la constante le sera déterminée 


par la continuité du potentiel en jc = et - ^ ; soit î 




d’où 


I i) 2£„ e„ 

H> 


V(je) 


j£ & d + - : * Û et V(x) ■ constante 

V(jt) = et le potentiel reste borné à Fïnfiitl 
CFütt le graphe : 


soit par continuité 



-ÇH) 

-Ë5* 


m 
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Couronne plane chargée 


Sur Le plan Û#y, on considère une distribution de 
charges dt surface, à répartition uniforme (densité 
ty), comprise entre les cercles de centre 0 et de rayons 
a et fr [b > rr). 

Soit M un point de fax® 0 z perpendiculaire au plan de 
charges, 

I» a- On désigne par ¥{?) la fonction potentiel, don- 
nant le potentiel V(M) en tqut point M de L'axe Qz. 
Montrer que Ton a : 


4* 

M 


ÉÜI 


En déduire L'expression du champ électrostatique É(M) sur cet axe, Ûn notera que 
Ton a E(|) = E(f}ü^ . 

b. Représenter Le graphe z — * E(z) à b fixé et pour différentes valeurs de a. (On 
pourra prendre a = qi avec q = (# ; 0,02 ; 0*1 : 0,2}, ) 


Commenter Les résultats obtenus. 

+ 

2. Retrouver L'expression du champ électrostatique E{ M 1 par un calcul direct. 


Ml. Ce fami favoir 

* Potentiel et champ associés à une charge ponctuelle. 

» Relation entre potentiel et champ : Ê - - grad V r 

■ Règles de symétrie. 

817- Ct ^u’il fatti doMpreW rc 

1. a. La distribution de charges étant d'extension finie Je calcul intégral du potentiel 
V(M ) ne pose pas de problèmes particuliers. Il reste à noter que tous les éléments du 
planxOy situés à la même distance de O contribuent de la même façon à V(M),On va 

donc décomposer Le système de charges en couronnes élémentaires de rayon moyen f 
cl de largeur dr; une simple intégration suffira. Le calcul de E(M) sur Taxe Oc est 

immédiat en remarquant que l’on a de façon générale É s -grad V(M) avec ici, pour 
+ -+ ■* jv-i 

des raisons de svmétrie évidentes. E - E(c3jjt soit E W,, 

4 d: 1 

1 . b. O ri pourra envisager les cas ■limite# t 

■ M=s>K.. 

- a = 0 (disque uniformément chargé de rayon b) et — * 0... 

2. Le champ résultant devant être porté par Taxe Oc, il suffit de projeter chaque 
conl r ibut ion clcmcnïa i ne sur cet ase- 
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1}, SQ]utioh 


1* a* Considérons les charges «tuées sur b sur- 
face élémentaire délimitée par tes cercles de rayon 
r cl r+ if s 

«x < r < r + dr < b- 

Toutes ces charges contribuent de la même façon 
au potentiel V(M) î 

dVfM ) = — ^ avec PM - Jr 1 + z 1 
4lEE p PM 

et - cfll = trfil = GZnrdr. 

o^Jïrdr 



D’où dV{M) = 


v ( M) = £f ^L= = ai- 

^ E cr a Jr*- + z l 2e <r ü 


Soit 


V{z) = Jb 1 + z 2 - Ja l +■ z 2 ) 


fy- + z 2 h 
(L) 


Pour le calcul du champ électrostatique en M, il suffit de remarquer que l'axe OM 
étant UP axe de symétrie de révolution, le champ E fM ) est porté par cet axe. On petit 
écrire en effet ; 

-i — + — ^ 

F.(M) = E, u t + E ± {X ■ perpendiculaire i Taxe) 

et l’invariance du système par rotation (d’un angle arbitraire) par rapport à Taxe Oz 
— > ■+ 

implique nécessairement que ê ± = 0. 

D’où £(M) = E(z)î 

* * * H V-» 

Or E(M1 = -gradV, soit kit E(M) ■ —-pu:, 

. dV fl f z z 1 


a r i ï 1-» 

l£ n + z 2 4b l 4 z 1 J 


f2) 


1* b* On a ainsi E(a) ■ E(æ)m* avec E(~ï) ■ “£(£)♦ 
Posons E» = EM » eI , f - -7==l 

2 % LJSâTP JP+?J 
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Exercice m 


Oji a représenté d'dessous les graphes de | h > E(z) pour une valeur de b fixée et pour 
différentes valeurs du rapport ^ f 0 ; 0 h 02 ; 0,1 î ©J|. 



Commentaires 


j » Quand z «♦ ** (i b h Le système doit se comporter asymptotiquement comme une 
charge ponctuelle Q « Aliisr, les fonctions V|f) et E(e) doivent être équi- 

vilenies à : 



Vf»* - % - ' 

Lî 4lÎE a \4 4e n 0 

Vètihuns-le ; 


d'où 


soit 

Vf _v _ 1 ont* 3 -* 1 ) 

11 " 4H* M 

l>e même 

-»-ôi[('*î)' L ('*S' i ] 

et 

«■"!&[.> -’l 


Soit encore 


E(*)* 


1 ff1t< ft* - -+ 

4 *^ I 1 T 


On retrouve Ihien les résultats ai tondu s. 
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* Une discontinuité du champ 2 apparat pour a = 0. Lè système se réduit alors à un dis- 
que uniformément chargé de rapim b. La relation (2) donne alun : 



soit l(0 + ) = et I(O-) - (31 

«D **fll 

Ces résultats sont satisfaisants car ils se confondent avec ceux d'un plan infini, uniformé- 
ment chargé avec une densité a. En effet, pour h = Ü, fixera et faire tendre & vers l'infini 
revient au même que de fixer b et faire tendre t vers 0 : 

Vêriffons-k en étudiant rapidement le champ électrostatique créé parle plan infini (a uni- 
forme), 

- Le plan x Qy est plan de symétrie d 'oii : 

E(M J ]l = sym[E{fc4)l (symétrie prise par rap- 
port à jrOyK 

-Tout plan contenant b droite [M,wj est plan 
de symétrie t E vecteur polaire appartient à ces 
plans et donc à Leur intersection. Il est ainsi porté 


k 


par u, =a E(M) - E(M)u,. 

- Les deux, résultats précédents conduisent à : 

+ ■+ + -s 

E{i>0) ■ EqU; et E(K 0) - -E^h,, 

- Enfin appliquons Le théorème de GauSS : 

EçSl + EqSZ = -OSE 

€ Ci 

wit *i = 3^ 

d'où E(r > 0) - et E(acO) - 

E£ij 

Ces résultats Sont bien identiques à (3). 


'M 



# POINT METHODE 

Problème des distributions infinies de charges : 

Cn pourrait s’étonner que Le passage i la limite ( a -* 0 et b — s^+» ) puisse se faine 
sur l’expression (2) et pas sur (!)» c’est-à-dire sur le champ Ë (M) et pas sur le 
potentiel V(M). 

En effet, pour a = 0 et e fini, cm obtient à partir de ( L) et £2} : 
lim Vfz) = +« (pour O >0) 

fl-» 4- 

.. -? o 

lim t - — j— rJJ- 

6 -, 4» 2e„|z | 

Pour s'en convaincre, il suffît de se rappeler qu'une expression du type 
V(M) = HJ 4 ^““p[^ n'a de sens que si le domaine de charges D est d'exten- 
sion finie, ce qui permet notamment d'imposer le choix du potentiel nu! à l'infini. 
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[] esi donc ut Lit de se rappeler qu'appliquer un tel résultat à des distributions infi- 
nies de charges est en général erroné i les intégrales considérées divergent. 

Illustrât ion : 4 2 

lü droit infini uniformément chargé avec une densité linéique X : 

* L’intégrale -A— f - , - n’est pas définie ^ 

4RE ü l-~ 

* Par contre» le champ H peut éire obtenu aisément a raide du q 
théorème de Gauss : 

-* X 

E - ~ - ■ fr . I, résultat classique) ; 

2*V ' 4 

•Or E = -gradV, avec ici V - V(r) du fait de U symétrie de 

révolution par rappori à O;» soit E = - -r rf . ce qui donne : — = - - et 

r d r ' 1 dr 2îte 0 r 

V(r) - • ln| - | en prenant une origine arbitraire a Lj distance r = si du ül. 
ZK£ d Vfl/ 

On retrouve bien que le potentiel diverge à l'infini, et la condition V — * 0 à l’infini 
est kl i napplicable. U diverge également en r = ü ce qui est dû à la modélisai ion 
(fil sans dimension transversale), 

■+ 

■ On peut vérifier que l'expression intégrale E 
répression correcte du champ électrostatique. 


X r + “PM . 

77777 d ^ redonne 

4ït e tt J.~ PM-' 


■> X», f +- 

t ïn ;i E = [ 

4"V— 


Xiq P+-PM ■ jj r 


FM 

rdî 


dî (car EL{M) = £(r}w F l r 
(PM - if r - r) 


p - ^ Uf f f ~ ^ 

“ 4K£j_„(f2 +Z 2)*n 

£ X« r r+“ du / -aÉ 

E - — s avec r# = - 

± _ ilL-Lj** - A. rt 

" 471^1- l(l > " ÏMof" r ‘ 


5E 

M^r 


2, Calcul direct du champ Ë(M) r considérons à ccl 
rffel la tharEc 6q comprise entre les cercles de rayon r 
et r + dr et associée à un secteur angulaire de mesure 
d9 : 

Sq - crâl ~ o(rd0Hdr) 
fiif - ürdrde. 

Cette charge crée en M un champ élémentaire SE. r tel 
que : 

1 ÈflPM 


ÔEn = 


4lH fl PM 3 
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Comme il a déjà été signalé* le champ résultant doit être porté par Taxe O 2 . On a donc 
E(M) = Eu* et: 


5E = SiJ - u t 


fiq PM - tï z 

4k£q PM 1 


flqcoso: 

4ït£^PM 2 


D’où 


J COiardj'dfl 

4**e 


PM 2 




Soi! après une intégra Lion immedi ale selon 


<J>4 


q c h cos a rdr 

tej* (rW) ' 


Or 


cosft - 



<12 r* rdr 

2e 0 J«(r I + * , ï OT ' 


Posons u - r 2 , il vient : E = 


üz r ùî du 


soit E - 
Finalement 


E(i) « -^~r. '-'- ■■■— 

+ z l 


rJ ? ‘ 


n comme il se doit. 


Demi-espace chargé 

1. On considère un plan infini xüy possédant une charge de surface uniformément 
répartie avec une densité O. 

Déterminer le champ électrostatique créé de part et d'autre du plan. 

En déduite la fonction potentiel associée vérifiant V = 0 sur Le pian. 

Donner Les graphes représentant E(x) et V(*)- 

2. Le demi-espace x > 0 est caractérisé 
par une distribution volumique de char- 
ges de densité p(jr ,y r z) - p^e Ir , 

La région * < 0 est vide de charges* 

Déterminer le potentiel et le champ en 
tout point de l'espace et tracer les gra- 
phes associés. Commenter, 

Qn prendra V(Ü) ■ 0, 
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■ Considérons, alors une surface de Gauss cylindrique dont les génératrices sont per* 
pendiculaires au plan yOz (le cylindre est symétrique par rapport à ce plan). 



/I 

~n — 


J r 

W 

X 


Le théorème de Gauss s'écrit : 



Or £ - E l U L x U T_ x ; Z x et Z_ x ont la même aire* notée I 0 t 


et | E -SE = JJ? -SE +|JE -fil +Jf E -6Î. 

E Et I, E-x 

La première intégrale est nulle puisqu'on tout point h le champ E est porté par la sur- 

■+ — i ■+ 

face (E '5E = 0). Le champ E non défini en x = Q reste cependant borné et ne pose 
pas de problèmes particuliers à l’application du théorème de Gauss (par ailleurs» on 
pourrait toujours revenir à la modélisation [p,.e] évoquée précédemment...). 

Sur Z T> le champ est uniforme et vaut E{ x) u x d'oü : 

ff -> r+ ^ 

II E ■ 6E- E(jt>E,] {normale de même sens que u*), 
t r 

De même JJ E -5E= (normale de sens opposé à w^), 

E-, 

D'où f^E - SZ = ÎE^-EC-xJlEo = 2E(x)E* {d'après (2H, 


è POINT MÉTHODE 

C'est parce que l’on a montré que E, ne dépendant que de x, est De même en tout 
point de Z que L'on peut sortir Efx) de l’intégrale ; c’est une constante vis-à-vis de 
cet te intégration. 

Or Q i,ft = oZ 0 et le théorème de Gauss s'écrit ici : 

q 

2e,' 


■ Quant au potentiel V(j) + il s'obtient facilement à partir de la relation — - -E(x) 


2E(x)E ft =foE a =>E{x) : 


Soit 


E(*>0)-^-ï et E(*<0) = -iï; 

* E (1 Zt n 
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i 




Cette discontinuité n'est en fjjt qu'une limitation liée au modèle swkciqut 


J 


Qn peut concevoir ce système comme La limite d'une pla- 
que d'épaisseur e et présentant une charge volumique p. 

-*■ 

Pour les rntiutf raisons de symétrie, ou a E = E(x)» 
nccE(-x) = -E{x). 

El avec le théorème de Gauss : 

x > | : %. 9 {E(x) - E{-x» - =* E(x) - ^ ; 

£ £tn 



0 < x < f : !*(£{*) - EC-jf)) - -^3* =? E{» ; 

£ Eft 


2* Remarquons tout d'abord que la distribution déchargés ne dépendant que dei h les 
plans passant par M(x, y h z) et contenant A parallèle à h* (zf, 1.) restent des plans de 


symétrie, IL en résulte que l’on a toujours : £ s le système restant invariant 

par translation selon O y et O z. 
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Exercice m 


i 


* Le calcul du potentiel s'effectue selon — - -E(jt) : 

- Pour x < Û, le champ est un [forme el V(*J est une fonction affine deje^esl-à-dire : 


en prenant V(ü) = 0 : 


V{x < 0) 


Pûfl 


2% 


dx 2e 0 Ic ) 

Soit + + cj 


£ Point méthode 

La constante C se détermine en assurant la continuité du potentiel en x = 0, lu dis- 
tribution de charges étant volumique. 


D'où V(0) = 0 = -y— [2 a + C} et C = -2a. 

*ë 0 

Finalement ; 

D'où les graphes donnant E(ï> et V(jç) avec E 0 = et ^ — : 

1 Efl ZEq 



542) 
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Commentaires 


\ * Dans cct exercice,, la distribution df chârgrt Icnd bien rtrî zéro C]uarîdx tend Krt t«, 

Ce n'est évidemment pu une raison pour conclu re qu’il en est de même du champ électros- 
tatique | lino £(*) e ^ |, |] serai) également erroné de considérer que Le champ tend 
vers zéro quand x — ► - w sous prétexte que toutes les distantes (des charges au point ou 

-J- 

l'on calcule h ) tendent vers l'infini : le système de charges est lui-même infini, 

P(ï*t û_jjj 

* On a établi que lirai Ë(jc) = — - et E(t) s En tait, ces résultats étaient prévh 

*-»+“ 2 c î- 2E a 

sihles puisque représente la charge totale contenue dans un cylindre 1 d’axe parallèle i 
Q* et de section de bise de surface unité. 


■ C pWdT 1 ■ pt C 




Pour ce qui est des points i l'infini . du côté des x positifs, et des points situés en x < 0. le 
système de charges sc comporte comme une simple plaque perpendiculaire A O-V et possé- 
dant une charge surfacique O * p 0 tr (un peut regrouper les tranches d’épaisseur d.v M 'j. 

■ Dans le Cas où Le système proposé représenterait ce qui se passe ■ localement ■ à la surface 
d'un conducteur en équilibre électrostatique, il nous faudrait imposer ; 
l;iii E('.t) m û f le champ est nul à l'intérieur du conducteur). 


Il suffit alors de décaler les expressions des champs établies, au 2. de la quantité — ■■ 


Ainsi, on aurait : 


+ { Pc d Po“W M-è 

E (.v <0} a I - — jjr. * u. . 

\ 2e^ ÎEfj./ £{i 

Soit en notant O- = p D ji : 




Résultat dassiqtie connu sous k nom de loi de Coulomb (cours de 
deuxième année). 



J 


Lignes de champ 


Sur un axE tte srant placées deux charges prart due Lies era Â 3 $t q 2 en A ? , 

À , A» 
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1. Questions préliminaires î 

a. Soit une charge q platée au point O de Taxe DC d'un disque fi. Le point O et le 
bord du disque définissent un cône de demi-angle eu sommet ou Calculer le flux à 
travers le disque, du champ électrostatique E créé par La charge q. 

On exprimera <j> en fonction des grandeurs f, a et ^ (pennittivité du vide), 

b* On revient au système (q v q 2 ) et on se place dans le cas où + Montrer 
qu'l des distances « grandes » de A, et A z , ce système se comporte - à La Limite - 
comme une charge unique O - g, + q 3 placée au bary centre O des peints A, et A?, 
affectés des coefficients g, et q v 

2. On cherche a déterminer le réseau des Lignes de cham p. À cet effet, on repère tout 
point M du plan de figure par les angles Ô, * (À,*, A,M) et Qj. - (A f £, AjM). On 
se limitera au demi- plan supérieur, 9, et 8j pouvant varier sur l'intervalle (0 ; ic). 

M 

.. 

Ai A; 2 

Déterminer L'équation d'une Ligne d® champ de E en fonction de q v q îr 0, et 6^ 

On pourra envisager séparément les domaines du plan £>i ki i k <Z<l A et 

3. On suppose dans cette question que ton a q 1 q 2 > 

a. Est-il possible qu'une ligne de champ joigne les points A ; et ? Définir un point 

particulier 1 du segment LA 1 A Î ], 

b* Donner une caractéristique des Lignes de champ â l'infini. 

Représenter le réseau de Lignes de champ pour g E - 4p t et q 2 > 0. 

4. Ûn prend maintenant g 3 pj < O et >§, Montrer que Les lignes de champ par- 
tant de A ^ soit vont à l'infini, soit rejoignent A v Déterminer La valeur limite a 2L de 
L'angle u 2 , 

Donner, pour q t = -2g r ia valeur de « 7L et tracer Le réseau de lignes de champ. 
Commenter : or isolera notamment le cas où + = O. 


Ml . Ce qu’il fatti savoir 

Peints de cours 

■ Plus du champ éloctrostalique. 

■ Ligne de champ - Tube de champ. 
Outil mathématique 

■ Notion d'angle solide. 
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■ 1, Ce faut 

1. Un calcul intégral est envisageable si l'on veut éviter la. notion d'angle solide. Cette 
dernière conduit cependant beaucoup plus rapidement au résultat demandé. 

Étudier un système de charges en des points très éloignés du domaine dans lequel elles 
sont confinées revient à faire un développement multipolaire. Le premier terme cor- 
respond à la charge totale Q - q , + q ia et le deuxième est du type moment dipolaire ; 

Je chois du point G barycentre des points A,(q,) et Aj(^) s'impose naturellement 
car le moment dipolaire, défini selon P ■ ^ 1 GA, +■ q 2 GA 2l prend alors une valeur 
nulle (rj| GAj + q 2 QA s e Û est une propriété du barycentre). 

2. Caractériser une ligne de champ revient kl à caractériser le tube de champ obtenu 
par rotation de Celte courbe autour de Tarte AjA 2 , On écrira alors que le flux à travers 
toute section du tube est une eonstanlc dans chaque domaine vide de charges. Cette 
constante s’exprimera simplement il Taide de q |,*q Jn 8 5 et 0 Z (utiliser à cet effet T exprès* 
sion établie au I.) 

3 et 4, Dans les cas particuliers envisagés par la suite, on aura à examiner deux possibilités : 

* lignes de champ joignant A, et A ï7 ce qui doit être compatible avec l'équation établie 
précédemment ; 

* lignes de champ de type A z — * alors on doit avoir 0, et 0 Z qui tendent vers une 

valeur commune (d'après le Lb.) : il reste à discuter l'existence de fl L , 


I Solution 


1* a. Le flux élémentaire à travers Télément de 
surface 51 est donné par ; 

5$ - E Ei = E ■ n5£ = t,BZ f 


Or £ 


-S-Ü t 

4Jtf 0 rï 


, ^ OM 

ou w - et r = OM. 

OM 



D'oti : E, = 


4TIE, 


J_2, 

-fTÏErtf 3 


Déplus: cosB = — E z - — -^co& 3 0 = — .cosN 

K r 1 4ft£ 0 D 3 4ît£ n D 2 


Et « — 3— co^eai. 

^ iXÇçD 1 

Ptttwms en compte la contribution des éléments de surface situés sur la couronne comprise 
entre p - CM et p + dp (c'est-à-dire pour des angles de l'intervalle 18 ; 0 + d0] ), 
Dès lors: fil = 2Kpdp, avec p - Dlan.9» 
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Ji, Ce epg j il faut savait* 

* Force de Coulomb, 

* Energie potentielle d'interaction de deux charges ponctuelles.. 

■ Energie potentielle d’une charge soumise à un champ électrostatique extérieur. 

* Loi fondamentale de la dynamique. 

* Théorème de l’énergie mécanique. 

*11+ Ce faut goMÿ>rcft4re 

1. La force agissant sur chaque particule est la force d’interaction coulombienne : ta relation 
fondamentale de la dynamique doit permettre de relier la vitesse d’une particule à sa position, 
On peut aussi utiliser la Conservation de l'énergie mécanique, la force coulombienne 
étant conservative : il faudra, au préalable, déterminer l'énergie potentielle intérieure 
ïïj! associée à l'interaction coulombienne entre les deux particules. 

Z. Le problème est analogue dans le cas de trois particules. Il sera nécessaire de géné* 

rallier l'expression de Ejf 1 , 


rl -J. SOÎUÜOJI 


1. Une première méthode consiste à appliquer le principe de la dynamique à l’une des 
deux particules. 

Prenons comme axe Qjc la droite passant par les positions initiales des deux particules, 
l'origine O étant prise au milieu du segment de longueur %, 

Le point matériel M { (particule [m, q] p abs- 


(m, q) 




cisse initiale Xg * ) est soumis à la force 

i , -4 , g 1 I 

" “ 1 “ J âVCC ' = ' (M,M z ) îr 

Du fait de la symétrie, on a à chaque instant. 

ÔM, m x{l) et ÔM~ 1 = -x(t); 


fi ^2 


>MjM, = 


M, /, 


Soit: /, == 

n 4îEe ê 4*ï * 


CD 


L’équation du mouvement de la particule M, s'écrit alors : 

Z = fiï 


4 1 OM t 
m dfï 

Le mouvement s'effectue donc selon l’axe üx et î 

rnjf - —3 l - 

léîtE^x 1 


m 
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y 


2 . • Première méthode : 

On utilise les mimes mixtes de raisonnement 
qu f à fs question précédente: par raison de 
symétrie, les trois particules occupent à cha- 
que Instant, des positions correspondant aiu 
sommets d’un triangle équilatéral dont le 
centre O reste fixe dans un référentiel gali- 
léem Considérons la particule sur l’axe 
Gx : elle est soumise aux forces d'interaction 

4 -+ 

f 2 et /j de la part des particules M> et 

avec /> + f 3 ■ /■ u x et / = / 2 cosoM-/ J oosa = 2/ 3 cosa 

s 



ici coset = cosJO 0 


2 .doù:/= 


avec remet = HM q = -je (O est- aussi -k point de concours des médianes). 
Finalement; 


fi _ <i 2 fi 


La loi fondamentale de la dynamique appliquée à la particule M, donne ; 


Vf 4ite„ Sx 1 

fi) 


mx m f^x a 


^fi 

4jte„m ■ Sx 2 


Multiplions par x et intégrons entre les instanrs 0 et / f x(0) ^ 0 et 
xtO) ■ |r ü c(Mti = -i ): 

3 fi 


I . 

-mx 


- f 3 J f J x'd t _ g 1 fi t^dx? 
~ ahEq * -w c x' 1 " l2îre n J^ôi x n 


d’ou : 




g 1 fi 


lZTIC^J^o) x'* 


r > + Æi. 

L *<») rj 


Les particules s’éloignent indéfiniment Pu ne de l'autre pour atteindre une vitesse 
limite telle que : 


JL 


J2w^ttr 0 


CT 


* Seconde méthode : 

Comme dans la première question on peut définir, pour le système des trois particu- 
les, une énergie potentielle intérieure associée aux forces de Coulomb, 
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On détermine E^ ,r en reprenant un raisonnement identique à celui développé dans le 
point cours du 1. La formule (S) devient alors : 

Etat - + + Mî) 

P’ 4JtE^ r n ri j r m J 

soit d’une manière plus générale : 


nu = ±ytt 
,p r ü 


Initialement, cette énergie potentielle prend la valeur : 


■ _Us f 

4 ne* r„ 


r o)- 


La conservation de l'énergie mécanique du système proposé entre rinstanl initial et le 
montent où les particules sont infiniment éloignées, donne alors : 

E n = ig+-Ep = constante 


4*Vti 

JÉ__ t 


(r v -) +0 - 


4ftSVnr & 

ce qui est bien te résultat déjà obtenu. 


_y_ 




Potentiel de Yukawa 

On se propose de déterminer la distribution de charges qui créé en tout point M dé 

l'espace (OM = ri. r = ||omJ ) un potentiel électrostatique de Li forme : 

if ■_!_ ,3-e -J 
4 r 

q étant la charge élémentaire (f = 1,6 ' lO -19 C ) et a une distance {a = 10 -lù m ). 
+ 

1. Déterminer le champ électrostatique E { M 1 en tout point H (différent de l'origine 0). 

2. Calculer Le flux de ce champ A travers la surface d'une boule de centre 0 et de rayon 
r, et en déduire la charge Q{r) contenue dans cette boule. 

Étudier les cas limites r^**> et r -* 0 : quelles conclusions peut-on en tirer ? 

3. Déterminer la densité de charge volumique p(r) répartie dans l'espace autour de 0. 
La distribution de charges étudiée peut être prise comme modèle électrostatique d’un 
atome- Gu'en pensez-vous 1 
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I Solution 


1» Les é(|uipQlriitielb V = constante sont des sphères de centre Q» ce qui implique 
que le champ E» qui leur est orthogonal est radial- Son expression en coordonnées 

~4 T> 

sphériques se réduira donc à une seule composante : E s E - ir . 

Of E = -gradV aveckiV = V(r) où r» <p sont les coordonnées sphériques. 

-* dV-> dV 

Soit E a --7-tj et E = E(rt - ~^r- 
ar ût 



Remarquons que E est défini et continu dans tout l'espace sauf en r = 0 où 3 n’est 
pas défini. Les charges responsables de ce champ se réduisent donc à : 

- une distribution volumique p{ r) pour r > G (une distribution surfacique de char- 
ges provoquerait une discontinuité du champ... ) ; 

- ü éventuellement * une charge ponctuelle en r = 0. 

4 

2. Le flux du champ électrostatique E à travers la sphère £/(0, r) a pour expression : 
= ÿH - nfiy 

ST 

avec ici E ■ «Sff = i(r)« ■ ïtfiîf - E(r|Sÿ 
,4 -r 4 4 
( n * u et jf u = 1 ) P 

soit § - j^E{r)Sy' 
sr 

et $ = IfrjÿSïf (E(r,l = constante sur la surface SP), 

Sf 

D'où ^ = E(r) ■ ÏKr 1 

el eu remplaçant E(r) par son expression 0)3+ 



Or, d'après le théorème de Gauss» le flux ^ du champ électrostatique est égal au quo- 
tient par Cq de la charge contenue à ! ‘intérieur de ta surface fermée à travers laquelle 
on a calculé le flux: 

4 > = 1-Qir) 

£ a 

d'où 
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Exercice ïoï 


■ Lignes équipolentieLLes : 

i , yi 

Elles correspondent à ¥(M) - este soitjr-y - este, 

Ce sont des hyperboles de centre O» «Taxe Oxou O y et d'asymptotes y - ±Jîx. 


■ Lignes de champ: 

Pour détermine)* leü lignes de champ au voisinage de O* calculons le champ E associé 
à r expression approchée du potentiel : 


£ - -§¥ î_ 

â dx JiE Q fl^ 


X 


F - yv = . fl y 

^ 5 fte^ 2 

<fûü l'équation différentielle des lignes de champ (courbes tangentes en chaque point 
au champ E ) : 

djr _ d y d# m My 

Êj, = E t x m y 

T(Jy (Jjf 

HjL +■ — = 0 => 2 Iny + ünx = constante 
y x 


soit,, pour In lignes de champ. 


jc y 1 - constante 


■ Représentation graphique : 

Donnons l 'allure de ces courbes ( équipement ielles et lignes de champ) dans le plan jcOy 
et au voisinage de O (en tenant compte du fait que ce sont des courbes orthogonales) : 



(cqui potentielles en irait plein - lignes de champ en pointillé). 
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■ Propriété de la fonction ; ) ; 

Le plan xOy de la spire peut être considéré comme plan de symétrie. On doit donc 
avoir ; 

B(M') - -SymiB(M|J avec M' » Syro(M) 



<3 a PM) t? t m PM&w * PMrineSï 


■. Mo^fPMsin0i. JVsLn0r e , 

B(I> = " ïïpsnP 


= 11 la soit Un aie ment avec sinB = 


B(*} = 7 î- 2 m 

471 a 1 


B( J ) = ^iin 3 9U) 
2 a 


il) 


J 
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I» Déterminer, en tout point de l'espace, 

+ 

l'expression du champ magnétique 8 dans le cadre de L'hypothèse du solênoïde infi- 
niment long. On posera tt = pm et B 0 - p^ni. 

2. Retrouver le résultat précédent par application du théorème ^Ampère. 

; Jl« Ce ^u ] i] savoir 

* Règles de symétries. 

♦ Champ magnétique créé par un wlénoïde (modélisai ion du solénoïde droit * infini *)- 
» Théorème d' Ampère, 


12, Ce faut campreficfre 

1. On décomposera le système en un ensemble de solénoïdes « emboîtés * d’épaisseur 
infinitésimale d%, 

ty So]M\ioh 

1 * four le système proposé, les symétries restent les mêmes que celles du solénoïde 
droit infini. On a donc : 

B s B(M)Î. 

De plus, les aiwariances selon z et selon B (coordonnées cylindriques d’axe z'z) 
impliquent : 

î = 

On peut alors décomposer le système en solcroïdes d’épaisseur d r„ que l’on va assi mi- 
ter i des solênoïdes droits infinis comportant un nombre ân' de spires par unité de lon- 
gueur avec : 


d z 


d x 


T 





Sn'dzi 


D'ou 


Sn J ’ = mp 


Rj^Rj 


a -R. 


HJ 


^3 
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btexice ni 


Le champ magnétique associé vaut (c£ champ crée par un solénoïde droit * infini ») : 

j 5B J s 0 pour r > r Q 

SB' - pour r < r 0 =* SB' = |a 0 ni— — 

H suffit mainicnart de sommer les contributions de chaque soténoïde élémentaire, 

+ + 

■ À l'extérieur de tous Les soténoïdes, on aura donc B = 0 . 


i = 0 pour r > R s 


* Pour r < R (> tes. champs créés par tous les soLênotàes s'ajoutent et ; 


4 / R : dr f . _* 


B(r< R,) - Mo "tu. 


» Pour R, < r < R*. seuls les soLéroïdcs de rayon supérieur à r contribuent à B, Ainsi ï 


■* r K i dr* -> 

bxm H R^w*- 


B » JV" 


Ri-r -> 


Rï-Rp 


D’où le graphe donnant B( r) : 



Commentaire 


\ (\mr r < R | fie système se réduit bien évidemment à un solénoïde droit infini Comportant 
n - mp spires par unité de langueur parcourues par le courant L J 

•+ ^ 

2* Ayant démontre que B = fçfl,), on se propose d'utiliser le théorème d 1 Ampère. 

■ Considérons le contour F, du plan de ligure situé 
dans lé démaille r < Le théorème d'Ampère 
s'écrit ; 



W) = n„i T 

f €(B) ■ circulation de lï sur un contour F , 
i T = courant traversant toute surface orientée 

s'appuyant sur F* Ici i T = fl ^ B(r')A- B( r)k 

D’où B{r) =: B(r'). 

On a bien un champ uniforme, noté B 0 » pour r < R, . 



5 ^ 
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* Or démontre de 1 a meme façon que lï est uniforme pour r > R : , Notons-le B 2 . 

* Considérons maintenant le contour r> , On a : 

. . , . f-R, 

soit: B(r) = B 0 ™|i a iii|r — - 

K; - K y 



■ Le champ doit être continu en r = R t el r = R 2 . On a bien B(R t ) - B<j. 

[| faut donc que : 

^2 “ Bq ” JjtgWT , 

r[ reste à utiliser l'argument que le champ Eh est nui puisqu'il peut être considéré: comme 
La résultante des champs extérieurs associés à des « solénoïdcs emboîtés * d'axes t'ï. 
Dés lors Bj = D et B D * p D j?f. 


D'où 


S(r ^ Rj) ^ 0 

4 f r - R , !_», R, - r _i 

B(R,<r<R J ) = 


Comme il se doit. 


Solénoïde en forme de tore 

N spires sont enroulées sur un tore de section carrée (côté de Longueur a) et de rayon 
moyen fL 

Elles sont parcourues par un même courant r, et on note <t> le flux total les traversant. 

On supposera que le système est invariant dans toute rotation d'axe z*z (N grand ...J, 
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■ Détermination de Ë(r ; i) : 


Le champ B est orthoradial, el B(r ; z) est constant à ret z fixés. Nous pouvons donc 
lui appliquer le théorème d 'Ampère en choisissant, pour k contour fermé T, un cercle 
d'axe Qzet de rayon r contenu dans k plan z = constante. 


* Point méthode 

Le théorème d'Ampêre nous indique que la circulation du champ E sur un contour 
T fermé est égale au produit de p.jj {perméabilité du vide) par le courant algébrique 
total ï t traversant tonte surface orientée s'appuyant sur V. 

L'efficacité de ce théorème repose sur k possibilité de choisir un contour F sur lequel k 
calcul de k circulation reste simple. C’est le c» lorsque les symétries sont suffisantes, ce 
qui correspond a nuire étude el justifie le choix, pour F, d'un cercle dkxe Cte. 

On a donc : 


6i =p a f T =^B{r;i)2lrr = |i 0 t T (1) 

Plusieurs CSS peuvent se produire : 

- Contour F, tel que \z\ > |* 

H vient i T - 0, aucun courant n'étant enlacé par F s , et 
donc Li s 0, 

-Contour F 2 tel que \z\ < ^ etr<R-~ 

On a également pour la même raison i T = 0 et B = 0, 

-Contour F 2 tel que \z\ < j et r> R + |- 
Cette fok'd, i T - 0 parce que les différents courants se compensent, d'où B = 0, 



^r, 

n:::^ 

^ r C 



2r Une spire est traversée par un flux tp = jj^ B h SI. * 

Or ici h = u a et B ne dépend que de r, d'ob r 

_ ttdrâz Mo^ fj j f fi 4 ïdr 

^ “ 2n JJ r 2n J-? r 
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Finalement op = 


El pour le flux; total 4* = M<p * — — — In (chaque spire est traversée par 3e 

L R -|J 

mcmc flux qt). 

Le coefficient LdÉfini par = Lr a donc pour valeur : 


L-ÜSÎÜfln 

R *i 


lit 

H. 



3* Pour II iüfüsanunem grand devant n.on peut œnCbiidrerdans l'expression ( I ) rel R. 

En clïet, on a R - - < r < R 4 et I — i < l + -5- ivtc ^ « I . 

2 2 2 R R 2 R R 

Soit ci C, = 0, 

N 

Or 2ctR représente U = longueur J du tore - et y le nombre n de spires par unité de 
longueur N©|i» ulilrnuni donc, dart j ['approximation ^ 4" 1 î 


Il s'agit bien entendu du résultat classique obtenu pour le salé Aûïde droit dit * infiniment 
long ». 

■ Pour obtenir une expression approchée du coefficient U développons le logarithme : 

. [ : , l+ 2Ïtl a **oN l « <i N' D 


Soit me u - ^ dV = 2nRu 2 le vol urne du tore (pour R 3>n j i j j 

Commentaires 

f * Crtte grandeur L représente en fait le cocfbdcnl d'auto- inductance du bivhiiuge toriquc- 
II est proportionnel au carié du nombre dé s pires par unité de lu ligueur cl iu volume du 
tore, 

* Du peut considérer qu'un solérwïde lorique dont le rayon moyeu R est grand devam les 
dimensions caractérisant sa section constitue un modèle réaliste du * soüénoïde infini *. Les 
cftcfï de bord (selon ü£ J y sont inexistants puisqu'il se referme sur lui-mémc. 
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Ligne de champ 


Uni sdéfKwfc droit présente une section tircu- 
Laite de rayon a. Sa Longueur 2f est tris grande 
devante et il possède n spires jointives par unité 
de longueur. IL est parcouru par un courant f„ 

On s'intéresse à la Ligne de champ qui coupe Le 
pLan z — 0 à une distance r 0 de l'axe. Elle res- 
sort en traversant la face avant du soléneïde en 
un point A. 



1. Quelle relation simple relie r A et r 0 ? 

2. Dans Le cas où r a est petit devant a , déterminer L'expression donnant L'angle f? A 
défini par S A ■ 


»(A) 



ai. Ce faut savoir 

4 Notion de tube de champ. 

4 

* B est à flux conservatif. 

* Champ créé par un solénoïdc * infini & ; champ créé sur son axe par un soEértoîde 
droit de longueur finie. 


12, Ce 3V1I f s mt e*topVe]i4Ve 

1* füur déterminer une relation entre r a et r A> on utilisera le fait que le champ magné- 
tique est è flux conservatif. La longueur du solénoïde étant très grande devant son 
rayon, on pourra assimiler le champ autour de O à celui du solénoïde * infini », Il res- 
tera à évaluer la composante I, du champ créé sur le disque de rayon r A s le résultat 
peut s'obtenir en juxtaposant deux soiénoïdes identiques au précédent. 

2. L’expression de L'angle Û A nécessite la connaissance des composantes B l f A) et B,(A) 
du champ magnétique en A. Bj(A) a été déterminé à la question précédente. 

On calculera B/A) au voisinage de Taxe (r A « « ) en considérant un petit cylindre 

+ 

centré sur Taxe et en lui appliquant la propriété « B est à flux conservatif ». 
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SI3» Solution 


i* 


Point cours 



* Un Ltihe de champ est la surface tagot- + 


dirèe par les ligues de champ s'appuyant sur * — — 

une même courbe fermée r, [cf. figure)- p f \ ^ ^ 

r 2 ( 

*Gr îe champ magnétique possède la Æ _ 


propriété d'étre à flux conservatif ce qui É, ~~T~ 


implique : 

r 

n 

£ * 



\L* 


soit 

4f(I a ï = *(£ 2 ) 

. £| etLj étant orientées de la même manière. 


■ Considérons donc la portion de tube de champ délimitée par les disques D 0 {centre 
O, rayon %!s D ff {centre O'* rayon r A ) et par la surface latérale obtenue en faisant 
tourner la ligne de champ Fj\ autour de l'asc OO j 




D'après ce qui précède, nous avons ; 

*(Ioî = *(%) 0) 

Or la section z » 0 est très éloignée des bords du solénoïde (en comparaison à la 
dimension transversale *i : J » a ). Il est ainsi légitime de faire l'approximation 

+ __j. 

B (z m Q rj m ( champ du solénoïde dît « infini »). 

Çammentairç$ 

f Sur ^^7®» a ’ 

Û{?ï0) 

Or cosG| = ■ , 

et cos 0 i » - - w f + z ==' 

Ja- + { f 4 : I- 

Pout i - &, iÏYkm : B(U ;Û) = ^ nJ]l s = Pgrtif I + 

2 Jü : + ^ V Iv 

On a hien 1(0 ; 0) - jvuj\ +■ n||jj - mjji pour a J. 
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Soit 0<Xo) ~ <}Vn> (2) 

quant à Il s'exprime selon : 

< WÏ ( y) - JJ t D • n^yfiï. 

O t % = â£ et B ■ ^ B f (.ï<y t r) 

d h où: = Jj^ 11,0^ ; r) Si. 

soit encore : 

<t>(M = [ r)2*rdr + (3) 

J o 




Pour évaluer & t {Zç t ' ; r), on peut faille la 

remarque suivante : associons deux soténoïdes identiques au précédent en les plaçant 
bout à bout {cf. figure ci-dessous). 



Le solénoïde S ( crée en A ie champ , le solênoïde S-, 

le champ Bj . Ces champs sont conten us dans le plan 
défini par O 'a et 0'A n et ils sont symétriques par rap- 
port à A'*. De plus, on a - B^, = B^r) grandeur 
que l'on cherche a déterminer. 



Or l'association de S, et S z constitue un solênoïde de 

rayon fl et de longueur 4 i dont O' est le centre. On peut donc admettre avec une excel- 
lenlc approximalion (I >£> <t) que : 


- JVi'X- 

Soit puisque B 5|U .^(A) = B, + B z - ÏB^Zo- ; r)û* 
Et 


^ ^ (4) 


ï u ü n( r ^ 

L'équation (lj devient, avec (IJ. (3) et (4) : = -ïî— 2lïrdr 

2 Je 

2 M 0 n ^ 2 || r— | 

et ^ =* r A “ (5) pour J a. 
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Exercice ns 


On rappelle que S étant un point fixe, on a : 

^râd|ln(SM)i = 

On exprimera d) en fonction de \i^ r I ]F 1 2 et des. distantes AM et A'M. 

On pourra prendre $ s O pour AM sA'M = 1* 

b. Comment peut-on définir simplement les lignes de champ à partir de la fonction «î* ? 
Montrer qu'il est possible de relier le problème Étudié à un problème dé lectm statique 
que l'on précisera. 

c On s# propose d'étudier le champ B en des pointa du plan *Oy très éloignés de A 
et A'. On suppose donc que MA et MA' Aà' P Faire un développement du potentiel 
d>. En déduire que l'on a : 

B(M} a S^(I, + (O' point du segment AA'). 

Comment fout-il choisir O' pour que cette approximation suit la meilleure possihle ? 
Que devient ce point pour I, = I z ? 

B. On revient au cas ûù I s = I 2 ™ I > 0 et on superpose au système précédent un 

champ uniforme B c , perpendiculaire à ü t . On obtient le réseau de lignes de champ 
représenté sur Les ligures ci-dessous : 



La ligure l est un « zoom » de la figure 2, 

Les figures 2 et 3 correspondent à B 0 ■ 0,8- — 


1. a. Commenter ces «t cartes » de lignes de champ. On précisera La direction et le 
— ► 

sens de B„. 

b. Donner l'expression du nouveau pote-ntieL 
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2, Mettre qui litative ment en évidence deux lignes particulières L { et L' c et étudier 
leur existence ; on cherchera I déterminer les ordonnées des points d'intersection de 
L € et L' c avec L'axe O y, En déduire une valeur critique B< de B 0 , 

3. On suppose : fi 0 > fi c . Étudier rapidement Les variations de B (y) pour y > 0. 
Donner l'allure des Lignes de champ, 

I Solution 


A. 1. a. ■ Propriétés de symétries î 
4 Le plan x Gy est plan d’antisymétrïe de la dis- 
tribution de courants. Le champ magnétique au 
point M de ce plan y est donc contenu : 

B(M) = B^JtïriSÎ+B/jrïy)^. 

Le champ ne dépend pas de z puisque le système 
est invariant par translation selon u z , 

4 D'autre part, dam le cas où L t se I j , le plan yOz est plan de symétrie. Il en résulte que : 

- le champ sur L'axe y'y est perpendiculaire à cet axe : 

B(0; y)-f{y)u* x ; 

- En deux points symétriques N et N' du plan xOy h on a ; 

S(N') = -Sym li(N)]. 




4 Enfin, on peut considérer que le pian xOz est également plan de symétrie. Le champ 
+ 

Il est donc, sur l’axe x'x> perpendiculaire à cet axe. et en deux points S et S' du pian 
xOy symétriques par rapport à Ox. on a : 
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A. 1. b. * Au voisinage de A (respectivement de A' h l'influence du fil traversant le plan 
xOy en A (respectivement en A') est prépondérante et on aura des lignes de champ 
entourant A ( respectivement A*}, 

* Loin de A et A' {pour MO AA' L on doit reirouver des lignes de champ quasi cir- 

culaires centrées en un point G du segment AÀ'(pour [ t * l 2 , cm n‘a plus la symétrie 
précédente et le point G ne sc confond plus avec le point O--- On verra dans la partie 2 
qu’il s'agit en fait du baryccntrc de A ( I , ) et A J (l a ) 


* Il existe donc» une ligne critique constituée de deux lobes dissymétriques se rejoi- 
gnant en un point C de champ nul On à : 

C est détint selon (C e (AA' J) s 

CA r _ h { , 

CA “ r, \ A 

Pour I , - 2l ;n cas correspondant à la figure 
ci-dessûiisjl vient : 


\C,,- 


'".A'* 


CA = 2CA' =* AC » 2CA' =* OC - OA * 2(QA' - OC) 

d‘ad î 3ÔC = ÔÂ + loK' ^ÔC - 0,5 + 2 x 0,5) = A pour QÂ' = ÂQ « 0,5, 

J û 



On a pris: 

- AO = OA" =0,5, 
*1, = 2ï a ><k 


Commentaire 


Les- lignes de champ restent symétriques par rapport i Q.J£. mais la symétrie par rapport b. 
O/esI pcxdué (L # ]}). 
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Exercice 


A, ît a. te champ R créé {fans le plan xOy par l« deux fils droits est donné par 3 


B<M) = iFiür+'îïnrsr 

vecteur unitaire directement perpendiculaire au vecteur AM, 



. h A) -> AMtf r (A) 
Soit _ = , laA __ 

Finalement h nous obtenons ; 


AM 1 


È{M> = \ 

I Jt 


It AM - A'M 
,Tr “ lA l l| AM 2 J A H M 2 


Et d’après le texte* A et A' étant des points fixes du plan jrOy* ■ gradlln(AM)] 

AM 1 


i 

AM* 


■ padtlnfA^M)!, 


D*oèl: B(M) = û* z a • ^^gradfln[ AM» 4 ^^grad(ln(A'M))|. 


Soit : B(M) ■ u t A grad<P(M) avec: 


d>(M| » gl.Ui(AM) + ^|i a ln(A'M) 


A. Z . b. Considérons dans le plan jrûy une ligne 
ëiiui-0. 

On® U{M) - «^AËî3(t(MK 
— ► > 

lx* vecteur F/ = gratis M ) est normal en M à 

la ligne cqui-4>, Le vecteur üt a grad<î»(M) est 
donc tangent à cette ligne. 



El en résulte que les lignes de champ (de B } se confondent 
avec les * équipotentidles * <$ = este. 


58j; 
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Commentaire 


Cst ainsi qu'on a pu tracer* sur ordinateur, les faisceaux de lignes de champ,,. 


J 


On peut également remarquer que ce potentiel est * analogue * à celui obtenu dans un 
problème d’électrostatique pour un système de deux fils uniformément chargés (den- 
sités linéiques X, et Xj). Us fils sont parallèles à u t et passent par A et A', 


D’après le théorème de Gauss appliqué h choque fil* pris séparément,, on aurait : 


E, ■ 2xAMfc = 

1 ta 1 ' 


A-i ÂM 

iJre a AM J 


D’où au total : 



MA . , ÔÎ''' 
AM* J ÀM*j 


= ë* + è£ï. 



E, 


Au champ E,, on associe le potentiel électrostatique Vj(M) tel que (symétrie 

cylindrique) » 


Ei 


dV , _> /_ > 

~r- 


AM\ 
am ; 


Soit 


dr, 


_K_l 

2*6, n 


(r t * AM) 


et Vj = -t Inr, |+cste% 

iH£ Q 

Les équipotcnticllcs, pour le problème des deux fils chargés, sont définies, dans le plan 
xQj\ par : 

X. _ X, . , 

^lntAMï + ^întA'M) = este, 

ÎTtEfl 2ïte p 

Quant aux équipotcnfiellcs du problème réel (<D = este), elles correspondent à : 


ln{ AM) + ^ In (À'M) = este. 

D h où 


— @ — - 



« — ©— — 



A 

A' 

A 

A' 

fil chargé 

fit chargé 

fil parcouru 

fil parcouru 

X, 

X, 

par î| 

P* r î| 


+ 

équipotenticllcs ^ lignes de champ de B 
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A, 2, (,On Suppose rrwirterwrtl que O'M » AA'» 
O' étant Lir point du serment AA'. 

Faisons aî®f# un développemeni limité du poten- 
tiel # ; 

d? = ln(AM) + —^lo^A'M) 


2n 


2 JE 


, ¥î fc(JL — r-»l 

tU s '-p In (AM ) + î~ln(AM ) 

An An 



<$, + <1»^ 

Or (AM) = (O'M - 0 H A> - O'M* - 2&t Ô 7 ^ + Q^A* 

[ 0 M J O M ! j 

.. A , f, lO'A Ü'M 0'A*1" 

D„* O, ■ — o , M , . — | 

« ^.^ln(0'M) + ^L^.âî 

2 H An y D M 2 

soit: o- ^(1, + yMcm) - + + 

*P„ <Pk 

Ef> u correspondrait, pour le problème d'électrostatique,, à un (il droit de trace U' dans le 
plan xOy. Four te problème réel, il s'agit d'un (il droit parcouru par te courant 1, ■+■ 1 3 ; 
«poserait associé à un terme dipolaire linéique ... î 

*D se réduit d'autant plus vile à que tp^ est nul. c'est-à-dire que le point O' est choisi 
de telle sorte que : 

IjO'A+laO'A' = 0 

Introduisons le luryCenlrr 0 des points A (| |) €t A"( I ; ) ; 

(I, + I a )Q'G - I,Q'A + JjQ'A' Ü, + ï 2 *0 ici donc G existe bien], 
d'où O 'G a 0 cl O' se confond avec G. 

Il en résulte que* suflisammeni loin de A ci A\ les lignes de champ se ■ confondent » 
avec des cercles de centre G. 


■+ M«i f 

" 'S * 1 


GM 

GM 2 


- dans le cas où I , =* l 2 * G s’identifie au point 0 oc qui csl normal (symétrie) ; 

- pour Ü, - 21 ÎP on a : 

2GÂ + GÂ* - ü s» 2(ÔA - ÔG) + (OA" - ÔG) * 0 et 3ÔG = 2QÂ + ÔÀ 5 
et pour ÛA' = 0 S 5 ■ -OA, OG 3 (le point G est symétrique de C.,,), 
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B. 1- a. - Suffisamment loin de» points A ci A J h les champs créés par les fds droits vont 
— > 

devenir négligeables devant B 0 ; les lignes de champ doivent alors quasiment sc con- 

—+ 

fondre avec des droites parallèles A la direction de B p . 

—4 

La figure 2 nous indique alors que le champ est parallèle à Taxe Ox. 

K - BoC 

-4 

É D'autre part, pour I, = \ 2 et B 0 = B a n Æi fe plan yOz reste un pian symétrie : 

- les lignes de champ coupent Taxe y*y à angle droit ; 

- les lignes de champ sont symétriques par rapport à / f , 

Ce que Ion observe bien sur la figure 2 , 

Evidemment l'existence du champ B a = Bgji^ détruit la symétrie par rapport àx x. 
Mais changer B 0 en - B fJ reviendrait à faire, pour ce qui est du tracé des lignes de 
champ* une symétrie par rapport à x'x. 

On passe d’une figure à l’autre par une simple rotai ion de n uulour de Oe : 



Enfin, il est à noter que pour I, - lj- ï e > 0, on a ici Ü ü > 0. Pour s'en convaincre, il suf- 
fit de prendre en compte la ligne de champ qui coupe L'axe Ox en un point N tel que 
ON > OA'. 


f i 

i 

f J 

ii 

© 

e 0" - 

0 

0 \. . 

A 

A' "N B a * 

A 

A 1 ^ * 


B ( > 0 % < 0 


B, 2 «* champ créé parles deux fils droits* 


B. 1. bu On a: B' =- B, + 

où s üj a gradC* avec "1» = ^{l J ln(AMÏ+l : ln(A' r Mil}. 

Déplus: 2 = = 2 a grâdC-B^)* 
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Titres disponibles en premiert année dans la filière MPSI... 


in FhysH^oe 

Optique MPSIHPCShPTSl 
Mécanique MP5I 
ElectTOctnéiiq-ije WPS! 
ElectTomagnélistiie MP5I 
TfWnrotfyrJ Trique WSI 

in Ch mur 

Chliw» MPSt 


lui MatfceiratrçuffE 

Aiulyît iW'ïl 

Algèbre e! geamétne MKl 

livrt» i’ntTibcri 

VmühémàMques ViP^ 
tfiyikquuB MPSI 
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